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ВВЕДЕНИЕ 
 

Предлагаемое методическое пособие по решению различных типов 
задач для дифференциальных уравнений математической физики  
в частных производных второго порядка составлено с целью оказания 
помощи студентам при изучении курса «Уравнения математической 
физики» (заключительная часть курса «Методы математической физики» 
для студентов III курса РФФ, ФФ, ФТФ и др.), главным образом при 
выполнении ими практических заданий по этому курсу. Настоящее 
методическое пособие может оказаться полезным и для начинающих 
преподавателей. 

Практикум содержит подробное решение многих задач матема-
тической физики наиболее часто используемым методом разделения 
переменных (разложения по собственным функциям) в декартовой 
системе координат. Изучение этих тем занимает первые шесть 
практических занятий курса «Уравнений математической физики» из 
полного числа 18 практических занятий (по количеству недель в семестре). 
При этом на первом практическом занятии полезно также рассмотреть 
некоторые вопросы теории линейных функциональных пространств, 
которые используются в дальнейшем. 

В пособии для каждого занятия указаны основные теоретические 
вопросы, даны ссылки на литературу и номера примеров для само-
стоятельной работы. Решения основных типичных задач приведены 
подробно и разбиты на три группы. Задачи группы А могут решаться на 
лекции (одна теоретического плана и другая практическая с подробным 
решением). Далее более кратко решаются задачи группы В (их можно 
использовать на практических занятиях) и группы С (задачи для домашних 
заданий). Решения задач последней группы приведены конспективно. 

Решение всех задач разделено на небольшое количество действий 
(шагов), практически однотипных для разных видов задач математи-
ческой физики. Это должно помочь студенту сориентироваться при 
выполнении большого количества различных вычислений, помочь запом-
нить последовательность и сущность действий, приводящих к решению 
задачи. 
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ТЕМА 1. 
Элементы теории 
дифференциальных операторов 

 
Элементы теории линейных функциональных бесконечномерных 

пространств. Решение самосопряженных краевых задач для дифференци-
альных операторов. Приведение граничных условий к однородным для 
одной из пространственных переменных. 

 

Литература: [1] – гл. 2, §3 (1); гл. 3, §1 (3, 4).  [2] – гл. 32, §1-3, 5. 
[5] – гл. 8, № 8, 9, 12.  [6] – гл. 4, §1, 3, 4. 

Задание: [8] – гл. 7, № 17. 
 

№ 1.1 (С). Являются ли линейным пространством относительно 
обычных действий сложения и умножения на числа множества всех 
многочленов с числовыми коэффициентами, степени которых 

а) не превышают числа n;  
б) точно равны числу n. 
 

а) Являются, так как после линейных действий над ними полу-
чаются снова многочлены степеней не выше n. 

б) Не являются, так как в случае сложения многочленов вида 
1 ...1

n n
n nc x c x −+ +−  и 1

1 ...n n
n nc x c x −

−− + +  получается многочлен более 
низкой степени. 

 

№ 1.2 (С). Показать, что множество многочленов вида 
( ) ( )n

nP x x a= −  образует базис в некотором пространстве и найти в этом 
базисе координаты векторов 

а) 2 4
1( ) 2 3 5 7f x x x x= + − + ; 

б) 2
2 0 1 2( ) ... n

nf x x x xα α α α= + + + +   ( ).i constα =  
Многочлены вида ( ) ( )n

nP x x a= −  при различных n = 0, 1, 2, 3… 
образуют базис, так как составленный из них якобиан отличен от нуля, – 
значит, они линейно независимы. Координатами векторов-функций 

1( )f x  и 2 ( )f x  в базисе, составленном из многочленов ( )nP x , являются 
коэффициенты тейлоровского разложения этих функций ( ) ( ) / !n

nc f a n=  
в окрестности точки x = a. 
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№ 1.3 (С). Определить условия, накладываемые на функции гиль-
бертова пространства 2 ( ; ( ))L r xα β , при которых будет эрмитовым 
дифференциальный оператор Штурма–Лиувилля 

l 1 ( ) ( )
( )

d dD p x q x
r x dx dx

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
, 

где ( ) 0,r x >  ( ) 0,p x >  ( ) ,p x′ < ∞  ( ) 0q x ≥  при xα β≤ ≤ . 

Линейный оператор D̂  будет эрмитовым (самосопряженным) 
в гильбертовом пространстве 2L , если для любой пары вектор-функций 

( )f x и 2( )g x L∈  выполняется равенство ˆ ˆ( , ) ( , ),D f g f Dg=  где скалярное 

произведение 
___

( , ) ( ) ( ) ( )f g f x g x r x dx
β

α

≡ ⋅∫ . При вычислении скалярного 

произведения ˆ( , )D f g , дважды использовав интегрирование по частям, 
получим 

__
ˆ ˆ( , ) = ( ) ( ) ( ) d dfD f g D f x g x r x dx p q f g dx

dx dx

β β

α α

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ = − ⋅ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  

__ _
( ) d d gp f g f g f p q g dx

dx dx

β
β
α

α

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′= − + − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

l __ _
( , ) ( ) .f Dg p f g f g β

α′ ′= + ⋅ −  

Таким образом, оператор дифференцирования D̂  будет эрмитовым 
только на множестве функций пространства 2L , удовлетворяющих 
граничному условию вида  

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.p x f x g x f x g x β
α′ ′⋅ ⋅ − ⋅ =                         (*) 

Такое граничное условие называется самосопряженным. 
Наиболее часто используются следующие три частных случая само-

сопряженных граничных условий (или их комбинации): 
1) Условия ограниченности (естественные граничные условия). 

Если ( ) ( ) 0p pα β= = , то граничным условиям (*) удовлетворяют все 
непрерывные функции, которые (со своими производными) ограничены 
на концах интервала ( )f α < ∞  и ( ) .f β < ∞  
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2) Граничные условия периодичности. Если ( ) ( ) 0p pα β= > , то 
условию (*) удовлетворяют функции, для которых на концах интервала 
( ; )α β  выполняются условия ( ) ( )f fα β=  и ( ) ( ).f fα β′ ′=  

3) Граничные условия обычного вида. Если значения ( ) 0p α >  
и ( ) 0p β >  различны, то условию (*) удовлетворяют функции, для 
которых 

1( ) ( ) 0f fα χ α′ + ⋅ =    и   2( ) ( ) 0.f fβ χ β′ − ⋅ =  

Здесь заданы 1χ  и 2 0.constχ = ≥  Обращая эти постоянные в нуль 
или в бесконечность в различных комбинациях, получим четыре пары 
более простых граничных условий: 

А ( ) 0f α = , ( ) 0;f β =                      Б  ( ) 0f α = , ( ) 0;f β′ =  

В ( ) 0f α′ = , ( ) 0;f β =                     Г ( ) 0f α′ = , ( ) 0f β′ = . 

№ 1.4 (В). Приведение пары граничных условий к однородным 
в одномерных задачах математической физики параболического 
и гиперболического типа, заданных в декартовой системе координат, 
осуществляется преобразованием искомой функции ( , )u u x t=  при 
0 x l≤ ≤  и 0 t≤ < ∞  вида 1( , ) ( , ) ( ) ( )n nu x t v x t t x t xα β += + ⋅ + ⋅  (выбирают 
n=0 или n=1). Аналогично приводится к однородным одна из двух пар 
граничных условий в плоских задачах эллиптического типа (стационар-
ные задачи). 

Значение n=1 выбираем только для граничных условий типа «Г», 
когда на обоих концах заданы производные. 

 
№ 1.5 (А). При решении в гильбертовом пространстве 2 (0; 1)L l  

краевой задачи для уравнения l ( ),DX X xλ= ⋅  где l
2

2

dD
dx

=  – оператор 

второй производной, с различными самосопряженными граничными 
условиями, получаемые значения ортонормированных собственных 
функций (базисных) ( ) 0kX x ≠  и соответствующих собственных 
значений 2 0k kλ μ= − ≤  можно представить в виде таблицы 1  
(далее табл. 1): 
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Таблица 1 
 

Граничные  
условия 

Собственные  
функции 

Собственные 
значения 

Значения 
индексов 

(0) 0,
( ) 0

X
X l

=
=

 2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  k k
l
πμ =  

k=1,2,3… 

(0) 0,
( ) 0

X
X l

=
′ =

 2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  (2 1)
2k k
l
πμ = +  

k=0,1,2… 

(0) 0,
( ) 0

X
X l
′ =

=
 2( ) cosk kX x x

l
μ= ⋅  (2 1)

2k k
l
πμ = +  

k=0,1,2… 

(0) 0,
( ) 0

X
X l
′ =
′ =

 

0

2( ) cos

1( )

k kX x x
l

X x
l

μ
⎧

= ⋅⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 
0 0

k k
l
πμ

μ

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

 
k=1,2,3...
k=0
⎧
⎨
⎩

 

 

 

Например, при решении краевой задачи l
2

2

dD
dx

=  и 

(0) 0, ( ) 0X X l′= =  получим линейное уравнение ( ) 0X X xλ′′ − ⋅ = , где 
2 0λ μ= − ≤  – неположительные собственные числа. Общее решение 

уравнения ( ) sin cosX x C x C xμ μ= ⋅ + ⋅�  содержит три неизвестных 
параметра С, , 0.C constμ = ≥�    Накладывая граничные условия, найдем 

(0) 0X C= =�  и ( ) cos 0;X l C lμ μ′ = ⋅ =  здесь 0Cμ ≠  и cos 0lμ =  – 

дисперсионное уравнение, решение которого будет (2 1)
2k k
l
πμ = + >0 

при k=0,1,2,3…. Собственные функции ( ) sink kX x C xμ= ⋅ , 
соответствующие различным собственным значениям при k k′≠ , 
взаимно ортогональны 

2

0

( , ) ( ) ( )
l

k k k k k kk
X X X x X x dx X δ′ ′ ′

= ⋅ =∫ ,   ( kkδ ′  – символ Кронекера). 

Квадрат нормы собственной функции приравняем единице 
22 2 2

0 0

( , ) ( ) sin
l l

k k k k kX X X X x dx C x dxμ= = = ⋅ ⋅ =∫ ∫
2

0
1 1( sin2 )
2 2

l
k

k

C x xμ
μ

= ⋅ − ⋅ = 21 21
2

l C C
l

= ⇒ = , 
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тогда получим ортонормированный базис 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅   

и ( , )k kX X ′ = kkδ ′ . 
При решении краевой задачи с производными на обоих концах 

l
2

2

dD
dx

=  и (0) 0, ( ) 0X X l′ ′= =  снова получим ( ) sin cosX x C x C xμ μ= ⋅ + ⋅� . 

Накладывая граничные условия (0) 0X Cμ′ = =  и ( ) sin 0X l C lμ μ′ = − ⋅ =� , 

приходим к дисперсионному уравнению sin 0lμ = , откуда 0k
k
l
πμ = ≥  

при k=0,1,2,3… . Собственные функции теперь равны 

( ) cosk kX x C xμ= ⋅ , а их нормы равны ( )
2k
lX x C=

21 C
l

= ⇒ =  при 

k=1,2,3… и 0 ( )X x 11C l C
l

= = ⇒ =  при k=0.  

 
№ 1.6 (С). В пространстве дважды непрерывно дифференцируе-

мых функций гильбертова пространства 2 (0; 1)L l  решить краевую 

задачу для оператора l
2

2

dD
dx

=  с самосопряженными граничными 

условиями вида 
 

а) (0) 0f = ,  ( ) ( ) 0;f l f lχ′ + ⋅ =         0constχ = > ; 

б) (0) (0) 0,f fχ′ − ⋅ =   ( ) 0f l′ = ; 

в) (0)f = ( )f l ,  (0)f ′ = ( )f l′ . 

 
а) Уравнение l ( )D f f xλ=  или 2 ( ) 0f f xμ′′ + ⋅ =  при 2 0λ μ= − ≤  

имеет общее решение ( ) sin cosf x C x C xμ μ= ⋅ + ⋅� . Накладывая гранич-
ные условия (0) 0f C= =�  и ( ) ( ) cos sin 0f l f l C l C lχ μ μ χ μ′ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = , 

получим 0C ≠  и tg l μμ
χ

= −  – дисперсионное (характеристическое) 

уравнение для определения собственных значений, для которого 
возможно только численное решение. Обозначим lμ ξ= , тогда 
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уравнение перепишется tg
l
ξξ
χ

= −  и его корни будут абсциссами точек 

пересечения графиков двух функций: 1( )y tgξ ξ=  – семейство 

тангенсоид и 2 ( )y
l
ξξ
χ

= −  – прямая. Множество этих точек пересечения 

(корней уравнения) будет дискретным и неограниченным 0 0ξ =  

и k kξ ξ−= −  при k N∈ , причем приближенно (2 1)
2k kπξ ≅ +  при 1k >> . 

Спектр задачи теперь запишем в виде 2 2( / ) 0k k k lλ μ ξ= − = − ≤  при 

0k Z∈ . Этим собственным значениям соответствует невырожденное мно-
жество собственных функций (взаимно ортогональных векторов) вида 

( ) sin sin( / )k k kf x C x C x lμ ξ= ⋅ = ⋅    при   k N∈ . 

Величину 0C ≠  можно получить, нормируя собственные функции 
( )kf x  на единицу 

2 2 2 2

0 0

( , ) ( ) sin
l l

k k k k kf f f f x dx C x dxμ= = = ⋅ =∫ ∫
2

0

1 (1 cos2 )
2

l

kC x dxμ= ⋅ − =∫ 21 1( sin 2 )
2 2 k

k

C l lμ
μ

⋅ − ⋅ =  

2
2

21 1( )
2 2 1

k

k k

tg lC l
tg l
μ

μ μ
= ⋅ − ⋅ =

−
2

2 2

1 ( ) 1
2 k

C l χ
μ χ

= ⋅ − = ⇒
−

 

2 22 / 0
k

C l χ
μ χ

⎛ ⎞
⇒ = − >⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Тогда ортонормированное множество базисных векторов будет  

2 2( ) sin 2 /k k
k

f x x l χμ
μ χ

⎛ ⎞
= ⋅ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

   при / 0k k lμ ξ= >  и k N∈ . 

В случае k=0 общее решение 0 ( )f x Cx C= + � , где ( , )C C const=� , 

сводится к постоянной 0
1( ) 0.f x const
l

= = >  
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б) Задача решается аналогично предыдущей. 
в) Уравнение ˆ ( )Df f xλ=  при 2 0λ μ= − ≤  снова имеет общее 

решение ( ) sin cosf x C x C xμ μ= ⋅ + ⋅�    ( , )C C const=� . Для определения 
постоянных C , C�  и μ  накладываем условия периодичности  

(0) ( )
(0) ( )

f f l
f f l

= ⇒
′ ′= ⇒

  
sin (1 cos ) 0,

(1 cos ) sin 0.

C l C l

C l C l

μ μ

μ μ μ μ

⎧ ⋅ − − =⎪
⎨

⋅ − + ⋅ =⎪⎩

�
�    

Полученная однородная система уравнений может иметь нетри-
виальные решения, только когда ее определитель равен нулю 

sin
(1 cos )

l
l

μ
μ μ

Δ =
−

       
(1 cos )

sin
l

l
μ

μ μ
− −
⋅

= 

2 2 2(sin (1 cos ) ) 2 (1 cos ) 4 sin 0
2
ll l l μμ μ μ μ μ μ= ⋅ + − = ⋅ − = ⋅ = ⇒  

2
k

k
l
πμ⇒ =    при   0k Z∈ . 

Из первого уравнения системы получим  

sin
1 cos 2

C l lctg
C l

μ μ
μ

= =
−

�
 при  0μ ≠ , 

тогда общее решение исходного уравнения можно  упростить 

( ) (sin cos )Cf x C x x
C

μ μ= ⋅ + ⋅ =
�

 

(sin sin cos cos )
sin / 2 2 2

C l lx x
l

μ μμ μ
μ

= ⋅ ⋅ + ⋅ = 0 cos ( ) 0.
2
lC xμ⋅ − ≠

 

Принимая 2 0k
k

l
πμ = ≠ , получим 0( ) cos ( )

2k k
lf x C xμ= ⋅ − ;  

тогда функции ( )kf x  взаимно ортогональны ( , ) 0k kf f ′ =  при k k′≠   
и постоянную 0C  можно определить, приравняв к единице норму  
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2 2 2
0

0

( ) ( , ) cos ( )
2

l

k k k k
lf x f f C x dxμ= = ⋅ − =∫  

2 2
0 0 0

0

1 1 1(1 cos (2 )) ( sin (2 ))
2 2 2

l
l

k k
k

C x l dx C x x lμ μ
μ

= ⋅ + − = ⋅ + ⋅ − =∫  

2 2
0 0 0

1 1 2( sin ) 1 0
2 2k

k

lC l l C C
l

μ
μ

= ⋅ + ⋅ = = ⇒ = > . 

При к = 0 получим 0 ( )f x const=  и, пронормировав, 0
1( )f x
l

= . 

В конце приведем важные для последующего основного изложения 
теорему Стеклова и другие сведения. 

В гильбертовом пространстве 2 (0; ( ))L l r x  всякая функция ( )F x , 
дважды кусочно-непрерывно дифференцируемая внутри интервала 
0 x l< < , раскладывается внутри этого интервала в абсолютно 
и равномерно (правильно) сходящийся обобщенный ряд Фурье вида 

0

( ) ( )k k
k

F x c f x
∞

=

= ⋅∑ , где коэффициенты разложения (координаты) равны 

( , )k kc F f= =  
_____

0

( ) ( ) ( )
l

kF x f x r x dx= ⋅ ⋅∫ , а базисные векторы (орты) ( )kf x  – 

это собственные функции краевой задачи Штурма–Лиувилля 
l ( )k k kD f f xλ= ⋅  с самосопряженными граничными условиями на концах 
интервала. 

Полученный таким образом ряд сходится к функции ( )F x , и его 
можно дважды дифференцировать. 

Если раскладываемая функция ( )F x  на концах интервала разложе-
ния 0 x l< <  не удовлетворяет граничным условиям задачи Штурма–
Луивилля, то ее разложение тоже может не удовлетворять этим условиям. 

Пусть известно разложение в обобщенный ряд Фурье функции 

0

( ) ( )k k
k

F x c f x
∞

=

= ⋅∑ , 

где коэффициенты 
_____

0

( , ) ( ) ( ) ( )
l

k k kc F f F x f x r x dx= = ⋅ ⋅∫ . Тогда квадрат нормы 

функции равен 2 2

0

( , ) k
k

F F F c
∞

=

= = < ∞∑  и, следовательно, lim 0kk
c

→∞
= . 



Тема 1. Элементы теории дифференциальных…________________________________ 
 

13

Это разложение называется равенством Парсеваля или условием пол-
ноты системы ортов ( )kf x . Такое равенство обобщает теорему Пифагора 

32 2 2 2 2

1

0x y z k
k

a a a a a
=

= + + ≡ >∑
G

 на случай бесконечно мерного пространства. 

Задача наилучшего приближения функции 2( )F x L∈  ортогональ-
ными полиномами (в частности, тригонометрическими многочленами) 

вида 
0

( ) ( )
n

k k
k

P x c f x
=

= ⋅∑  решается положительно, если принять коэффи-

циенты ( , )k kc F f= . При этом квадратичное уклонение ( , )n nF P F Pρ = −  
оказывается наименьшим. 

 

№ 1.7 (С). Проверить, что при решении краевой задачи для 

уравнения ˆ ( )Df f xλ= ⋅ , где 
1ˆ d dD p q
r dx dx
⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 – оператор Штурма–

Луивилля, получаются разные виды собственных функций:  
а) Если 1,r p= =  0,q =  2 0λ μ= − ≤ , 0 x l≤ ≤ , то будет уравнение 

2 ( ) 0f f xμ′′ + ⋅ = , и с однородными условиями на границах получим 
тригонометрические функции (см. табл. 1). 

б) Если r p x= = , 
2nq

x
=   и  0n Z∈ , 2 0λ μ= − < , 0 x l≤ ≤ , то 

будет 
2

2
2

1 ( ) 0d df nx f x
x dx dx x

μ
⎛ ⎞⎛ ⎞ + − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, и при условиях (0)f < ∞ , 

( ) 0f l =  получим функции Бесселя. 
Здесь множество собственных функций (ортов) 

1
2( ) ( ) / ( )k n k n kf x J x J l
l

μ μ+=  при k N∈ , где функции Бесселя (цилиндри-

ческие функции первого рода порядка n) представляются в виде 
степенного ряда 

2

0

( 1)
2( )

! ( )!

m n
m

n
m

x

J x
m m n

+

∞

=

⎛ ⎞− ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⋅ +∑    и   сходR = ∞ . 

Дискретный невырожденный спектр собственных значений 
2 ( ) 2( / ) 0n

k k k lλ μ α= − = − < , где ( )n
kα >0 – простой k-тый корень характе-

ристического уравнения ( )( ) 0n
n kJ α = , причем ( ) ( )

1
n n

k kα α +<  при всех k N∈ . 
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Функцию 2( ) (0, )F x L l x∈  можно разложить в ряд по функциям 

Бесселя 
1

( ) ( )k k
k

F x c f x
∞

=

= ⋅∑ , где коэффициенты разложения  

1
0 0

2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( )
l l

k k k n k n kc F f F x f x xdx F x J x xdx J l
l

μ μ+= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫  

 

в) Если 1,r =  21 ,p x= −  
2

21
kq

x
= −

−
, ( 1) 0n nλ = − + ≤ , то при 

, 0,1,2,3,...n k = , 1x ≤  будет 

2
2

2(1 ) ( 1) ( ) 0
1

d df kx n n f x
dx dx x

⎛ ⎞⎛ ⎞− + + − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

и при условиях ( 1)f ± < ∞  получим присоединенные функции 
Лежандра. В случае k=0 получаются полиномы Лежандра. 

Собственным значениям задачи 0nλ ≤  (точнее, числам 0n Z∈ ) 
соответствует ортонормированное множество собственных функций 

(базисных векторов) 
2 1 ( )!

( ) ( )
2 ( )!nk nk

n n k
f x P x

n k
+ −

= ⋅ ⋅
+

 при n k≥  и 0,n k Z∈ , 

где присоединенные функции Лежандра задаются по формуле Родрига 
2 /2

2 /2 ( ) 2(1 )( ) (1 ) ( ) ( 1)
2 !

k n k
k k n

nk n n n k

x dP x x P x x
n dx

+

+

−
= − ⋅ = −

⋅
. Эти функции огра-

ничены ( )!( )
!nk

n kP x
k
+

≤ . Причем ( ) 0nkP x =  при n k< , а при 0k =  

получаем полиномы Лежандра 2
0

1( ) ( ) ( 1)
2 !

n
n

nk k n n n

dP x P x x
n dx= = = −
⋅

. 

Функцию 2( ) ( 1; 11)F x L∈ − +  можно разложить в ряд по присоеди-

ненным функциям Лежандра 
0 ,

( ) ( ) ( )
n

nk nk nk nk
n k n n k

F x c P x c P x
∞

= =−

= ⋅ ≡ ⋅∑∑ ∑ , 

где коэффициенты разложения  
1 1

1 1

2 1 ( )!( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( )!nk nk nk nk

n n kc F f F x f x dx F x P x dx
n k− −

+ −
= = ⋅ = ⋅ ⋅

+∫ ∫ . 
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При 0k =  получим более простое разложение по полиномам 

Лежандра ,0
0

( ) ( )n n
n

F x c f x
∞

=

= ⋅∑ , где  

1 1
( ) 2

,0
1 1

1
1 2( , ) ( ) ( ) ( ) (1 ) .
2 (2 )!!

n n
n n n

n
c F f n F x P x dx F x x dx

n− −

+
= = + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −∫ ∫  

г) Если 
2xr p e−= = , 0q = , 2nλ = , то при 0,1,2,3,...,n = x < ∞  

будет 2 2 ( ) 0f x f n f x′′ ′− ⋅ + ⋅ = , и при условиях ( )f ±∞ < ∞  получим 
многочлены Чебышева–Эрмита. 

Эти функции задаются производящей формулой  

2 2

( ) ( ) ( 1)
n

n x x
n n

df x H x e e
dx

−= = − ⋅ ⋅    при 0n∈]    и   x < ∞ . 

Выполнив дифференцирование, найдем  

0 ( ) 1H x = , 1( ) 2H x x= , 2
2 ( ) 2(2 1)H x x= − , 3 ( ) 4 (2 3)H x x x= − . 

Могут быть получены и рекуррентные формулы 

1 1( ) 2 ( ) 2 ( ),n n nH x x H x x H x+ −+ ⋅ = ⋅     1( ) 2 ( )n nH x n H x−′ = ⋅   и др. 

Функцию 
2

2( ) ( ; )xF x L e−∈ −∞ +∞  можно разложить в ряд по 

полиномам Эрмита 
0

( ) ( )n n
n

F x c H x
∞

=

= ⋅∑ , где коэффициенты разложения  

21( , ) ( ) ( ) .
2 !

x
n n nn

c F H F x H x e dx
n π

∞
−

−∞

= = ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ∫  



_____________________________________Б. В. Кондратьев, Н. И. Лесик. Практикум 
 
16 

 

 
 

ТЕМА 2. 
Уравнения теплопроводности 

 
Решение одномерных задач параболического типа (теплопередача, 

диффузия, ток в витом кабеле и др.) методом разложения по собственным 
функциям. 

 
Основные вопросы. Постановка задач для трех основных типов 

уравнений математической физики в частных производных второго 
порядка. Граничные и начальные условия задачи. Решение этих задач 
методом разложения по собственным функциям (разделения пере-
менных). Получение функции источника Грина. Физические задачи, 
приводящиеся к уравнению переноса. 

 
Литература: [1] – гл. 3, §1 (3, 4), §2 (1, 2, 4, 5).   [2] – гл. 28, § 1, 2. 

[5] – гл. 8, §3 (№ 43, 44).   [6] – гл. 4, §1–5. 
Задание: [7] – №131, 132, 138, 139, 145, 146.   [8] – гл. 3. № 23, 33, 

35, 45. 
 
№ 2.1 (А). Задача общего вида для неоднородного уравнения 

переноса с однородными граничными условиями. Определение функции 
Грина (источника). 

2

2 2

1 ( , ).

(0, ) ( , ) 0;
( ,0) ( ).

u u F x t
x b t
u t u l t

u x f x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

                            
( , ).

0 ,0 .
u u x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

1) Граничные условия задачи однородны (здесь граничные условия 
первого рода – типа условий Дирихле). 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи.  
Искомую функцию двух переменных представим в виде ряда 

( , ) ( ) ( )k k
k

u x t T t X x= ⋅∑  произведений двух функций, каждая из которых 
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зависит от одного переменного. Здесь функция от координаты 

удовлетворяет краевой задаче вида 
2 ( ) 0,

(0) ( ) 0.
X X x
X X l

μ′′⎧ + ⋅ =
⎨

= =⎩
       2 0λ μ= − <  – 

собственные числа (значения). 
Решением этой задачи будет множество собственных функций 

2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅ , которые составляют ортонормированный базис 

задачи в гильбертовой пространстве 2 (0; 1)L l , т. е. скалярное произведе-

ние 
0

( , ) ( ) ( )
l

k k k k kkX X X x X x dx δ′ ′ ′= ⋅ ⋅ =∫  (здесь kkδ ′  – символ Кронекера, 

значения которого 1kkδ ′ =  при k k′=  и 0kkδ ′ =  при k k′≠ ). Из 
дисперсионного уравнения sin 0klμ =  определим спектр задачи 

2
2 0k k k

l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k N∈  – множество ее собственных чисел 

(см. табл. 1). 
Для сходимости ряда функции ( , )u x t  необходимо выполнение 

условия lim ( ) 0kk
T t

→∞
= . 

3) Вывод уравнения для функции времени ( )kT t . 
Подставим ряд функции ( , )u x t  в уравнение задачи  

2
2

2 2 2

1 1
k k k k k k k

k

u u T X T X X X
x b t b

μ∂ ∂ ⎧ ⎫′′ ′ ′′⎡ ⎤− = ⋅ − ⋅ ⋅ = = − ⋅ =⎨ ⎬ ⎣ ⎦∂ ∂ ⎩ ⎭
∑  

{ }2
2

1 ( ) ( , ).k k k k
k

T b T X F x t
b

μ′= − ⋅ + ⋅ ⋅ =∑  

Теперь уравнение можно представить в виде  

{ }2 2( ) ( , ) ( ) ( )k k k k k k
k k

T b T X b F x t t X xμ γ′ + ⋅ ⋅ = − ⋅ ≡ ⋅∑ ∑ , 

где коэффициент разложения правой части  

( )2 2

0

( ) , ( , ) ( )
l

k k kt b F X b F t X dγ ξ ξ ξ= − = − ⋅ ⋅ ⋅∫ . 

Приравняв в уравнении коэффициенты разложения, получим 
уравнение для функции от времени 

2( ) ( ) ( )k k k kT b T t tμ γ′ + ⋅ = . 
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4) Решение уравнения для функции ( )kT t . 
Решение соответствующего однородного уравнения   

0 0
2( ) ( ) 0k k kT b T tμ′+ ⋅ =  

легко получить методом разделения переменных 
0

2
0 ( )k

k

k

d T b dt
T

μ= − ⋅ ,      ( )
0 2ln ln ,k k kT b t Cμ= − +   

( )20
( ) ,kb t

k kT t C e μ−= ⋅        kC const= . 

Для определения общего решения неоднородного уравнения,  
т. е. для учета влияния правой части рассматриваемого уравнения, 
воспользуемся методом вариации произвольной постоянной 

( )2( ) ( ) kb t
k kT t C t e μ−= ⋅ . Тогда  

( )2 2( ) ( )2 2( ) ( ) ( ) ( )k kb t b t
k k k k k kT b T C t e C t b eμ μμ μ− −′ ′+ ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ +  

2( )2( ) ( ) kb t
k kb C t e μμ −+ ⋅ ⋅ =

2( )( ) ( )kb t
k kC t e tμ γ−′ ⋅ = . 

Из последнего равенства получим 
2( )( ) ( ) kb t

k kC t t e μγ′ = ⋅ , откуда значение 
2( )

0

( ) ( ) k

t
b

k k kC t e d Cμ τγ τ τ= ⋅ ⋅ +∫ . Здесь kC const=  – произвольная постоян-

ная. Таким образом, общее решение неоднородного уравнения будет 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( )k k k

t
b t b t b t

k k k kT t C t e C e e dμ μ μ τγ τ τ− − − ⋅ −= ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅∫ , 

потому что решение линейного неоднородного дифференциального 
уравнения равно сумме общего решения соответствующего однород-
ного уравнения и частного решения неоднородного уравнения. 

5) Определение произвольной постоянной kC  из начального 
условия. 

Решение задачи теперь можно записать в виде 

2 2( ) ( ) ( )

1 1 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k k

l
b t b t

k k k k k
k k

u x t T t X x C e e d X xμ μ τγ τ τ
∞ ∞

− − ⋅ −

= =

⎧ ⎫
= ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑ ∫ . 
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Воспользовавшись начальными условиями задачи, получим 

1 1
( ,0) (0) ( ) ( ) ( )k k k k

k k
u x T X x C X x f x

∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ =∑ ∑ , 

откуда искомое значение постоянной 

0

(0) ( , ) ( ) ( )
l

k k k kC T f X f X dξ ξ ξ= = = ⋅ ⋅∫ . 

6) Окончательный вид решения задачи.  
Функция Грина (источника) и ее основные свойства. 

2 2( ) ( ) ( )

1 0

( , ) (0) ( ) ( ),k k

l
b b t

k k k
k

u x t T e e d X xμ μ τγ τ τ
∞

− − ⋅ −

=

⎧ ⎫
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∫      

где                        0

2 2

0

(0) ( , ) ( ) ( ) ,

( ) ( , ) ( , ) ( ) .

l

k k k

l

k k k

T f X f X d

b F X b F X d

ξ ξ ξ

γ τ ξ τ ξ ξ

= = ⋅ ⋅

= − ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅

∫

∫
 

Подставим значения величин (0)kT  и ( )kγ τ  в общую формулу 
решения задачи и найдем  

2( )

1 0

( , ) ( ) ( ) k

l
b t

k
k

u x t f X d e μξ ξ ξ
∞

−

=

⎧
= ⋅ ⋅ ⋅ −⎨

⎩
∑ ∫  

}2( ) ( )2

0 0

( , ) ( ) ( ).k

t l
b t

k kb F X d e d X xμ τξ τ ξ ξ τ− ⋅ −⎛ ⎞
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

Полученный ряд сходится правильно (абсолютно и равномерно), 
так как оба его слагаемых имеют порядок 

2

( )ke α−Ο  при 0α >  и k →∞ . 
Поэтому можно поменять местами суммирование и интегрирование. 
Затем после простых преобразований получим окончательный вид 
решения 

2( )

10

( , ) ( ) ( ) ( )k

l
b t

k k
k

u x t f e X x X dμξ ξ ξ
∞

−

=

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  
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2( ) ( )2

10 0

( , ) ( ) ( )k

t l
b t

k k
k

b d f e X x X dμ ττ ξ τ ξ ξ
∞

− ⋅ −

=

⎛ ⎞
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≡⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ∫  

2

0 0 0

( ) ( , ) ( , ) ( , ) .
l t l

f G x d b d F G x t dξ ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ ξ≡ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −∫ ∫ ∫           ( * ) 

Здесь введена для упрощения записи функция Грина (источника) 

2( )

1

( , ) ( ) ( )kb t
k k

k

G x t e X x Xμξ ξ
∞

−

=

= ⋅ ⋅∑ , 

где  
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  – собственные функции и 
2

2 0k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − =− <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – 

собственные значения задачи. 

Многие свойства этой функции практически очевидны: 
( , ) ( , )G x t G x tξ ξ=  – симметрия по координатам;  

1

( , 0) ( ) ( ) ( )k k
k

G x X x X xξ ξ δ ξ
∞

=

= ⋅ = −∑  – точка разрыва при x ξ= , 

где ( )δ α  – дельта-функция Дирака (см. Приложение 2). 
Отметим разный физический смысл координат в функции Грина, 

здесь ξ  – точка расположения источника энергии, а x  – точка ее 
измерения (фиксации). 

Полученные ряды с ядром вида 
2( )kb te μ−  можно выразить через спе-

циальные функции 
2

2,
2

x b t
l l
ξ⎛ ⎞±

Θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – тета-функции Якоби, являющиеся 

составной частью эллиптических функций. 

7) Проверка решения по всем условиям задачи и по размерностям. 

(0, ) 0 (0) 0;ku t X= =∵    ( , ) 0 ( ) 0;ku l t X l= =∵  

0 0

( ,0) ( ) ( , 0) 0 ( ) ( ) ( ).
l l

u x f G x d f x f xξ ξ ξ ξ δ ξ= ⋅ − = ⋅ − =∫ ∫  
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2

2 2 2
0

1 1( ) ( )
l

xx t
u u f G G d

x b t b
ξ ξ∂ ∂ ′′ ′− = ⋅ − ⋅ −

∂ ∂ ∫
2

2
0 0

1( , ) ( )
t l

xx tb d F G G d
b

τ ξ τ ξ′′ ′− ⋅ ⋅ − ⋅ +∫ ∫
0

( , ) ( , 0)
l

F t G x dξ ξ ξ⋅ =∫  

0

0 0 ( , ) ( ) ( , ).
l

F t x d F x tξ δ ξ ξ= − + ⋅ − =∫  

Здесь  

2

2

( )2 2 2
2

1

1( , ) ( , )

1 ( ) ( ) 0,
t

k

xx t

b
k k k k

k

G x t G x t
b

b e X x X
b

μ

ξ ξ

μ μ ξ
∞

−

=

′′ ′− ⋅ =

⎛ ⎞= − + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

и аналогичное равенство получим  для ( , )G x tξ τ− . 
В условиях задачи очевидны размерности 

[ ]( , ) , [ ] [ ]u x t Q x Lξ= = = ,   [ ] [ ]t Tτ= =  ,  [ ] 1 /k Lμ = , 

2[ ] [ ] /F Q L= ,  [ ] [ ]f Q= ,  [ ] 1 /kX L= . 

Поэтому  2 2[ ] /b L T= ,  [ ] 1,k xμ =   2 2[ ] 1kb tμ = ,  [ ] 1 /G L= . 

Тогда все размерности в ответе совпадают: 

2

0 0 0

[ ( , )]
l t l

u x t Q f G d b d F G dξ τ ξ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

≡ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

[ ] 2[ ]f G d b d F G dξ τ ξ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

[ ]
2

2

1 [ ] 1 [ ].L QQ L T L Q
L T L L

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒  

№ 2.2 (А). Подробное решение задачи параболического типа 
(переноса тепла и др.) методом разделения переменных (разложения по 
собственным функциям) и с использованием функция Грина 
(источника). 
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Постановка задачи: 
2

2 2

1 .

(0, ) 0, ( , ) ;
( ,0) 0.
x

u u At
x b t

u t u l t B
u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ = =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

                         
( , ).

0 ,0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

A B b l const

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
 

1) Приведение граничных условий смешанного типа к однородным 
достигается заменой искомой функции ( , ) ( , ) ( ) ( );u x t v x t t x tα β= + ⋅ +  
подстановка в условия задачи дает 

(0, ) (0, ) ( ) 0 (0, ) 0x x xu t v t t v tα′ ′ ′= + = ⇒ =    при   ( ) 0tα = ; 

( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0u l t v l t t B v l tβ= + = ⇒ =    при   ( ) ;t Bβ =  

( ,0) ( ,0) 0 ( ,0) .u x v x B v x B= + = ⇒ = −  

Таким образом, получим ( , ) ( , )u x t v x t B= +  и для новой искомой 
функции ( , )v x t  поставим задачу с однородными граничными условиями 

2

2 2

1 .

(0, ) 0, ( , ) 0;
( ,0) .
x

v v At
x b t

v t v l t
v x B

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ = =⎨

⎪ = −⎪
⎪⎩

                    
( , ).

0 ,0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞  

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 
Частное решение будем искать в виде ряда ( , ) ( ) ( )k k

k

v x t T t X x= ⋅∑ , 

где собственная функция ( )kX x  находится из краевой задачи:  
2 ( ) 0;X X xμ′′ + ⋅ =       (0) 0, ( ) 0;X X l′ = =       2 0.λ μ= − <  

Воспользовавшись данными табл. 1, найдем 
2( ) cosk kX x x
l

μ= ⋅  – 

собственные функции и 
2

2 (2 1) 0
2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
  при  0k Z∈  – 

собственные значения. Здесь множество функций ( )kX x  представляет 
ортонормированный базис в гильбертовом пространстве 2 (0, 1)L l .  
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Поэтому 

0 0

2( , ) ( ) ( ) cos cos
l l

k k k k k k kkX X X x X x dx x x dx
l

μ μ δ′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =∫ ∫ , 

где kkδ ′  – символ Кронекера. Для сходимости ряда по собственным 
функциям необходимо lim ( ) 0kk

T t
→∞

= . 

3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kT t .  
Подставив разложение функции ( , )v x t  в уравнение задачи, получим 

2
2

2 2 2
0

1 1
k k k k k

k

v v T X T X
x b t b

μ
∞

=

∂ ∂ ⎧ ⎫′− = − ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬∂ ∂ ⎩ ⎭
∑  

{ }2
2

1 ( )k k k k
k

T b T X At
b

μ′= − ⋅ + ⋅ =∑  

или   { }2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k
k k

T b T t X x Ab t t X xμ γ′ + ⋅ = − ≡ ⋅∑ ∑ ,  

где  2 2

0

2( ) ( , ) cos
l

k k kt Ab t X Ab t x dx
l

γ μ= − = − ⋅ ⋅ ⋅ =∫  

2
2 1

0
sin2 2 ( 1)l kk

k k

x Ab tAb t
l l

μ
μ μ

+= − ⋅ = ⋅ − . 

Приравняв коэффициенты (координаты) разложений, найдем 
2

2 1
2

2( ) ( ) ( ) ( 1) .k
k k k k k

k

Ab tT b T t t A t
l

μ γ
μ

+′ + ⋅ = = ⋅ − ≡ ⋅�  

4) Решение неоднородного дифференциального уравнения для функции 
( )kT t . 

Найдем сначала решение соответствующего однородного уравнения 
0 0

2( ) ( ) 0k kk
d T b T t
dt

μ+ ⋅ =  методом разделения переменных 

0

2
0 ( ) ,k

k

k

d T b dt
T

μ= − ⋅                      
2

0
2

0
( )

ln ( ) ln ,

( ) , .k

k k k

b t
k k k

T b t C

T t C e C constμ

μ

−

= − +

= ⋅ =
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Частное решение нашего неоднородного линейного уравнения, 
соответствующее его заданной правой части, будем искать в виде 
двучлена первой степени i( )kT t pt q= +   ( , )p q const= , т. е. по виду 
правой части заданного уравнения для функции ( )kT t .  Тогда  

j i2 2( ) ( ) ( ) .k k k k kT b T p b pt q A tμ μ′ + ⋅ = + ⋅ + = �  

Приравняв здесь коэффициенты при одинаковых степенях 
переменной t , найдем эти коэффициенты 

2/ ( ) ,k kp A bμ= �       2 2 4( ) 0 / ( ) / ( ) ;k k k kp b q q p b A bμ μ μ+ ⋅ = ⇒ = − = − �  

тогда i 2 2

1( ) .
( ) ( )

k
k

k k

AT t t
b bμ μ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

�
 

Теперь общее решение заданного линейного неоднородного диф-
ференциального уравнения можно записать в виде 

i 20
( )

2 2

1( )
( ) ( )

kb t k
kk k k

k k

AT t T T C e t
b b

μ

μ μ
− ⎛ ⎞

= + = ⋅ + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
 

2( )
3 2

( 1) 2 1
( )

k

k
b t

k
k k

AC e t
l b

μ

μ μ
− ⎛ ⎞− ⋅

= ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Здесь kC const=  – постоянная интегрирования. 
5) Определение постоянной kC  из начального условия. 
Запишем общий вид решения задачи 

0
( , ) ( ) ( )k k

k

v x t T t X x
∞

=

= ⋅ =∑  

2( )
3 2

2 1( 1) ( )
( )

kb t k
k k

k k k

AC e t X x
l b

μ

μ μ
−⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟

⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑  

и наложим начальное условие 

2 5

2( ,0) ( 1) ( ) ( )k
k k k k

k kk

Av x C X x B Г X x
b lμ

⎧ ⎫⎪ ⎪= + ⋅ − ⋅ = − = ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ , 
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где коэффициент разложения 

0
0

2 2( , ) cos sin
l

l
k k k k

k

BГ B X B x dx x
l l

μ μ
μ

= − = − ⋅ ⋅ = − ⋅ =∫  

12 ( 1)k

k

B
lμ

+= ⋅ − . 

Теперь постоянная  kC  оказывается равной 

1
2 5 2 5

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)k k k
k k

k k k

A B AC Г
b l l b lμ μ μ

+= − ⋅ − = ⋅ − − ⋅ − =  

( )
1

2 4( 1) 2 /
k

k
k

B A b
l

μ
μ

+−
= + . 

Если учитывать полученное значение постоянной kC , то оказы-
вается очевидным выполнение предела lim ( ) 0kk

T t
→∞

=  при всех 0t ≥ , 

который является необходимым условием сходимости ряда для 
функции ( , )v x t . 

6) Окончательный вид решения. 
Подставим значение постоянной kC  в ряд для функции ( , )v x t  

и вернемся к функции ( , )u x t . В итоге получим решение в виде 
( , ) ( , )u x t v x t B= + =  

2
1

( )
2 4

0

( 1) 2
k

k
b t

k k k

AB B e
b l

μ

μ μ

+∞
−

=

⎧ ⎛ ⎞−⎪= + ⋅ + ⋅ ⋅ −⎨ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠⎩

∑  

3 2

1 2 2( 1) cos
( )

k
k

k k

A t x
b l l

μ
μ μ

⎫⎛ ⎞ ⎪− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ =⎬⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠ ⎭

 

( )2 2( ) ( )
2 2

0

2 1 ( 1)1 cos
( )

k k

k
b t b t

k
k k k k

AB B e e t x
l b

μ μ μ
μ μ μ

∞
− −

=

⎧ ⎫⎡ ⎤ −⎪ ⎪= − ⋅ ⋅ − − − ⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ , 

где (2 1) 0
2k k

l
πμ = + > . Полученный ряд сходится правильно (абсолютно 

и равномерно) при всех [0; ]x l∈  и 0t ≥ ; причем не медленнее, чем 

3

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k →∞ . 
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7) Проверка решения по всем условиям задачи и по размерностям. 
0

0

(0, ) 0 (cos ) sin 0 0,

( , ) cos cos 0;
2

2 ( 1)( ,0) cos

x k x x k

k

k

k
k k

u t x

u l t B l k

Bu x B x
l

μ μ

πμ π

μ
μ

=

∞

=

′ ′= = − ⋅ =

⎛ ⎞= = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= − ⋅ ⋅ =∑

∵

∵  

0

4 ( 1) 4cos (2 1) 0
2 1 2 4

k

k

B x BB k B
k l

π π
π π

∞

=

−
= − ⋅ ⋅ + = − ⋅ =

+∑  

(см. формулу 8 в Приложении 1). 

( )2 2
2

( ) ( )2
2 2 2

0

1 2 1 1
( )

k kb t b t
k

k k

u u B e A e t
x b t l b

μ μμ
μ

∞
− −

=

⎧ ⎡ ⎤∂ ∂ ⎪− = − ⋅ − ⋅ + ⋅ − − +⎨ ⎢ ⎥∂ ∂ ⎪ ⎣ ⎦⎩
∑  

2( )2 kb t
kB e μμ −+ ⋅ +

( )2( )2
2 2

1 ( 1)0 ( ) 1 cos
( ) ( )

k

k
b t

k k
k k k

A b e x
b b

μμ μ
μ μ μ

− ⎫⎡ ⎤ −⎪+ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ =⎬⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎭

 

( )2( )
2

0

2 1 1
( )

kb t

k k

A e t
l b

μ

μ

∞
−

=

⎧
= − ⋅ − − −⎨

⎩
∑  

( )}2( )
2

( 1)1 cos
( )

k

k
b t

k
k k

A e x
b

μ μ
μ μ

− −
− − ⋅ ⋅ =  

0 0

2 ( 1) 4 ( 1)cos cos (2 1)
2 1 2

k k

k
k kk

A A xt x t k
l k l

πμ
μ π

∞ ∞

= =

− −
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + =

+∑ ∑
4 .

4
A t Atπ
π

= ⋅ =  

В условиях задачи очевидны размерности 
[ ( , )] ,u x t Q=    [ ]x L= ,   [ ]t T= ,   [ ] 1 /k Lμ = ,   2 2[ ] /b L T= , 

2[ ] /A Q L T= ,   [ ]B Q= . 
Поэтому 2 2[ ] 1, [ ] 1k kx b tμ μ= = . 
Тогда все размерности в ответе совпадают: 

{ }21[ ] [ ] [ ] [ ] ( )u Q B B A L T T L
L

= = + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =  

2
2

1 .QQ Q L T L Q
L L T

⎧ ⎫= + ⋅ + ⋅ ⋅ ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭
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8) После приведения граничных условий к однородным можно 
составить функцию Грина и решить задачу по общей формуле; здесь 
получим 

( ) 2 2( ) ( )

0 0

2, ( ) ( ) cos cos ;k kb t b t
k k k k

k k

G x t e X x X e x
l

μ μξ ξ μ μ ξ
∞ ∞

− −

= =

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅∑ ∑  

( , ) ,F x t At=             ( ) .f x B= −  
Подставив эти данные в общую формулу, получим 

( ) ( )2

0 0 0

( , ) , , .
l t l

v x t B G x t d Ab d G x t dξ ξ τ τ ξ τ ξ= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −∫ ∫ ∫  

Интегралы в общей формуле вычислим отдельно 

( ) 2

2

( )

00 0

( )

0 0

2, cos cos

sin2 2 ( 1)cos cos .

k

k

l l
b t

k k
k

k
b t k

k k
k kk k

G x t d e x d
l

le x x
l l

μ

μ

ξ ξ μ μ ξ ξ

μμ μ
μ μ

∞
−

=

∞ ∞
−

= =

⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

−
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

∑∫ ∫

∑ ∑
 

( )
0 0

,
t l

d G x t dτ τ ξ τ ξ⋅ − =∫ ∫  

2 2( ) ( )

0 0 0

2 cos cosk k

t l
b t b

k k
k

e e d x d
l

μ μ τ τ τ μ μ ξ ξ
∞

−

=

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∑ ∫ ∫  

( )0
0 0 0

1 1 1 1 1
t t t

t t te d de e e d te eβτ βτ βτ βτ β βτ τ τ τ τ
β β β β

⎡ ⎛ ⎞ ⎤⎛ ⎞
= = = − = − − =⎢ ⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎦⎝ ⎠⎣
∫ ∫ ∫  

( )

( )

2

2 2

2

2

( )
( ) ( )

0

( )
2 3( )

0

2 1 1 ( 1)1 cos

2 1 ( 1)1 cos .

k

k k

k

k

k
b t

kb b
k k

k
b t

kb
k k

e t x
l

e t x
lb

μ
μ μ

μ
μ

μ
μ

μ
μ

∞
−

=

∞
−

=

−⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −⎡ ⎤= ⋅ − − ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
 

Воспользовавшись полученными значениями интегралов и возвра-
щаясь к функции ( , ) ( , )u x t B v x t= + , получим решение задачи, уже 
найденное выше 

( )2 2

2
( ) ( )

2 ( )
0

2 1 ( 1)( , ) 1 cosk k

k

k
b t b t

kb
k k k

Au x t B Be e t x
l

μ μ
μ

μ
μ μ

∞
− −

=

⎧ ⎫ −⎡ ⎤= − − ⋅ − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ; 

(2 1) 0
2k k
l
πμ = + > . 
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Таким образом, при использовании метода функции Грина решение 
задачи находится особенно просто – все вычисления сводятся только 
к квадратурам (определенным интегралам). Проверка правильности 
полученного решения уже была проведена выше. 

 
№ 2.3 (В). Уравнение параболического типа со стационарной 

неоднородностью и неоднородными нестационарными граничными 
условиями первого рода (типа Дирихле). 

Постановка задачи: 
2

2 2

1 .

(0, ) 0, ( , ) ;
( ,0) 0.

u u Ax
x b t

u t u l t Bt
u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

             
( , ).

0 ,0 .
u u x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

1) Приведение граничных условий к однородным заменой искомой 
функции ( , ) ( , ) ( ) ( )u x t v x t t x tα β= + ⋅ + . 

(0, ) (0, ) ( ) 0 (0, ) 0u t v t t v tβ= + = ⇒ =       при ( ) 0tβ = , 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0u l t v l t t l Bt v l tα= + ⋅ = ⇒ =    при ( ) /t Bt lα = . 
( ,0) ( ,0) 0u x v x= = . 

Таким образом, ( , ) ( , ) xu x t v x t B t
l

= +  и задача для новой функции 

( , )v x t  примет вид 
2

2 2 2

1 .

(0, ) ( , ) ( ,0) 0.

v v BA x
x b t lb

v t v l t v x

⎧∂ ∂ ⎛ ⎞− = +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂⎨ ⎝ ⎠
⎪ = = =⎩

            
( , ).

0 ,0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 
Решение будем искать в виде ( , ) ( ) ( )k k

k

v x t T t X x= ⋅∑ , где 

2 ( ) 0X X xμ′′ + ⋅ =  и (0) ( ) 0X X l= =  при 2 0λ μ= − < ; получим 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  – собственные функции и 
2

2 0k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

при k N∈  – собственные значения (см. табл. 1). Множество функций 
( )kX x  представляет ортонормированный базис в пространстве 

( )2 0, 1L l , и необходимо выполнение предела lim ( ) 0kk
T t

→∞
= . 
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3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kT t . 

{ }
2

2
2 2 2 2

1

1 1 ( )k k k k
k

v v BT b T X A x
x b t b lb

μ
∞

=

∂ ∂ ⎛ ⎞′− = − ⋅ + ⋅ ⋅ = +⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
∑ ,  

откуда  { }2 2

1 1

( ) ( )k k k k
k k

BT b T X Ab x X x
l

μ γ
∞ ∞

= =

⎛ ⎞′ + ⋅ ⋅ = − + = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ,  

где 2 ,k k
BAb x X
l

γ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( )2 2

0

2 ( 1) 2sin
l k

k
k

BAb x x dx Ab l B const
l l l

μ
μ
−⎛ ⎞= − + ⋅ ⋅ ⋅ = + ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠ ∫ . 

Таким образом, для функции ( )kT t  можно поставить задачу Коши 
с  нулевым начальным условием: 

2( ) ( )k k k kT b T tμ γ′ + ⋅ = ,       (0) 0kT =   при  0 t≤ < ∞ . 

4) Решение задачи для функции ( )kT t . 
Решение соответствующего однородного уравнения 

0 0
2( ) ( ) 0k k kT b T tμ′+ ⋅ =  будет 

20
( )( ) kb t

k kT t C e μ−= ⋅ , где kC const= . Частное 
решение неоднородного уравнения получим в виде постоянной 
i 2( ) / ( )k k kT t b constγ μ= = . Поэтому общее решение линейного неоднород-

ного уравнения оказывается равным i 20
( )

2( )
( )

kb t k
k k k k

k

T t T T C e
b

μ γ
μ

−= + = ⋅ + . 

5) Определение постоянной kC  из начального условия.  

2
0 1

( ,0) (0) ( ) ( ) 0
( )

k
k k k k

k k k

v x T X x C X x
b
γ
μ

∞ ∞

= =

⎧ ⎫
= ⋅ = + =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑ , 

откуда  2( )
k

k
k

C
b
γ
μ

= −  и 

( ) ( )2 2( ) ( )
2 2 3

( 1) 2( ) 1 1
( )

k k

k
b t b tk

k
k k

BT t e Al e
b b l

μ μγ
μ μ

− −−⎛ ⎞= ⋅ − = + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Здесь очевидно выполнение необходимого условия lim ( ) 0kk
T t

→∞
= . 
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6) Окончательный вид решения задачи. 

( )2

1

( )
2 3

1

( , ) ( , ) ( ) ( )

( 1)2 1 sin ;k

k k
k

k
b t

k
k k

x xu x t B t v x t B t T t X x
l l

x BB t A e x
l lb

μ μ
μ

∞

=

∞
−

=

= + = + ⋅ =

−⎛ ⎞= + + ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑
 

здесь 0k
k
l
πμ = > . Полученный ряд сходится правильно при всех 

[0; ]x l∈  и [0; )t∈ ∞  и не медленнее, чем 3

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k →∞ . 

Отметим, что такое же решение можно получить и по общей 
формуле (*), используя для определения функции ( , )v x t  функцию 
Грина, которая для нашей задачи равна 

( ) 2( )

1

2, sin sinkb t
k k

k
G x t e x

l
μξ μ μ ξ

∞
−

=

= ⋅ ⋅ ⋅∑ ;          0k
k
l
πμ = > . 

7) Проверка полученного решения по условиям задачи и по 
размерностям. 

(0, ) 0u t = ;    ( , ) sin 0ku l t Bt lμ= =∵ ;    ( ,0) 0u x = . 

В условиях задачи очевидны размерности [ ( , )]u x t Q= , [ ]x L= , 
[ ]t T= , 2 2[ ] /b L T= , 3[ ] /A Q L= , [ ] /B Q T= . Поэтому [ ] [ ] 1k kxμ μ ξ= = , 

2 2[ ] 1kb tμ = .  Все размерности в ответе совпадают: 

3
3 2[ ] [ ] 1 1L Q Q Tu Q B T L Q

L L T L L
⎛ ⎞= = ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

. 

№ 2.4 (В). Уравнение параболического типа с граничными условия-
ми второго рода (задача Неймана). 

Постановка задачи: 
2

2 2

1 .

(0, ) 0, ( , ) ;
( ,0) 0.
x x

u u A
x b t

u t u l t B
u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

               
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

A B b l const

=
≤ ≤ ≤ ≤ ∞

= >
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1) Приведение граничных условий к однородным заменой искомой 
функции 2( , ) ( , ) ( ) ( ) .u x t v x t t x t xα β= + ⋅ + ⋅  

(0, ) (0, ) 0 ( ) 0 (0, ) 0x x xu t v t t v tβ′ ′ ′= + + = ⇒ =          при ( ) 0tβ = , 

( , ) ( , ) ( ) 2 0 ( , ) 0x x xu l t v l t t l B v l tα′ ′ ′= + ⋅ + = ⇒ =     при ( ) / 2t B lα = . 

Таким образом,  
2

( , ) ( , )
2
xu x t v x t B
l

= +  и начальное условие  

2 2

( ,0) ( ,0) 0 ( ,0) .
2 2
x xu x v x B v x B
l l

= + = ⇒ = −  

Постановка задачи для функции ( , )v x t : 
2

2 2

2

1 / .

(0, ) ( , ) 0;

( ,0) .
2

x x

v v A B l
x b t

v t v l t

xv x B
l

⎧∂ ∂
− = −⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪
⎪ = −
⎪⎩

                
( , ).

0 ,0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ ≤ ∞

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 
Примем ( , ) ( ) ( )k k

k

v x t T t X x= ⋅∑ , где для определения функции 

( )kX x  следует поставить вторую краевую задачу (задачу Неймана) 

2 ( ) 0X X xμ′′ + ⋅ =       при  2 0λ μ= − ≤ ;  (0) ( ) 0X X l′ ′= = . 

Решение этой задачи имеет вид 

0

2( ) cos ,

1( ) ,

k kX x x
l

X x const
l

μ
⎧

= ⋅⎪⎪
⎨
⎪ = =
⎪⎩

      

2
2

0 0

0

0,

k k
k
l
πλ μ

λ μ

⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

      
;

0.

k

k

∀ ∈

∀ =

`
 

Здесь все собственные функции 0 ( )X x  и ( )kX x  совместно состав-
ляют ортонормированный базис гильбертова пространства ( )2 0; 1L l  

и им соответствуют собственным значениям 
2

2 0k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

при 0,1,2,3,...k =  . 
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Разложение в ряд функции ( , )v x t имеет вид  

0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k k
k k

v x t T t X x T t X x T t X x
∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ + ⋅∑ ∑  

Здесь необходимо выполнение условия lim ( ) 0kk
T t

→∞
= . 

3) Вывод дифференциальных уравнений для функций 0 ( )T t  и ( )kT t . 

{ }

2
2

0 0 0 02 2 2 2
1

2
0 02

1

1 1 1

10 ( )

k k k k k
k

k k k k
k

v v T X T X T X T X
x b t b b

BT X T b T X A
b l

μ

μ

∞

=

∞

=

∂ ∂ ⎧ ⎫′′ ′ ′− = − + − ⋅ − =⎨ ⎬
∂ ∂ ⎩ ⎭

⎡ ⎤′ ′= − ⋅ + + ⋅ = −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
 

или   { }2 2
0 0 0

1
( )k k k k

k

BT X T b T X b A l X
l

μ
∞

=

⎛ ⎞′ ′+ + ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 

Умножая скалярно последнее равенство сначала на вектор-функ-
цию 0X  и затем на kX , получим искомые уравнения 

( )2 2
0 0 00 ,B BT b l A X X b l A

l l
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ + = ⋅ − ⋅ = ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

         при 0k = ; 

( )2 2
00 ( ) ( ) , 0k k k k

BT b T t b l A X X
l

μ ⎛ ⎞′+ + ⋅ = ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

      при 0.k ≠  

4) Решения дифференциальных уравнений для функций 0 ( )T t  
и ( )kT t , очевидно, равны 

2

2 2

0 0 0

( )2

( ) ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) 0 ( ) .kb t
k k k k k

b b tT t B Al T t B Al C
l l

T b T t T t C e μμ −

′ = − ⇒ = − +

′ + ⋅ = ⇒ = ⋅

 

Здесь 0C  и kC  – неизвестные постоянные интегрирования. Подста-
вив найденные решения в разложение в ряд функции ( , )v x t , получим 

2
2

( )
0 0 0 0

1 1

( , ) ( ) ( ).kb t
k k k k

k k

b tv x t T X T X B Al C X C e X x
l

μ
∞ ∞

−

= =

⎡ ⎤
= + = − + ⋅ + ⋅ ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑  
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5) Определение постоянных 0C  и kC  из начального условия.  
Подставив значение 0t =  в предыдущую формулу, найдем 

2

0 0
1

( ,0) ( ) ( )
2k k

k

xv x C X x C X x B
l

∞

=

= ⋅ + ⋅ = −∑ . 

Умножая скалярно это равенство сначала на вектор-функцию 0X  
и затем на kX , соответственно получим 

2
2

0 0
0

1, 0
2 62

lx BC B X x dx Bl l
l l l

⎛ ⎞
= − = − ⋅ = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫     при 0k = ; 

2
2

0

2, cos
2 2

l

k k k
x BC B X x x dx
l l l

μ
⎛ ⎞

= − = − ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

2
0

0

2 sin sin 2
2

l
l

k k
k

B x x x x dx
l l

μ μ
μ

⎧ ⎫−
= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫  

02
0 0

2 2sin cos cos
l l

l
k k k

k k

B Bx x dx x x x dx
l l l l

μ μ μ
μ μ

⎛ ⎞−
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

1
02 2

sin2 2( 1) ( 1)k l kk

k k k

xB Bl
l l l

μ
μ μ μ

+⎛ ⎞−
= ⋅ ⋅ − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
    при 1,2,3,...k =  . 

6) Окончательный вид решения задачи. 

2

2

2 2 2

0

( ) 2 2 2 2
2

1

( )
2

1

1( , ) ( , ) ( )
2 2 6

2 2 1 1( 1) ( ) 2
4 3

( 1) cos ; 0.

k

k

b tk
k

k k

k
b t

k k
k k

x x b tu x t B v x t B B Al Bl l X
l l l

B Be X x A b t x l b t
l l

ke x
l

μ

μ

μ

πμ μ
μ

∞
−

=

∞
−

=

⎡ ⎤
= + = + − − ⋅ −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎧ ⎛ ⎞− ⋅ − ⋅ ⋅ = − ⋅ + ⋅ − + −⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

⎫−
− ⋅ = >⎬

⎭

∑

∑

 

Такой же вид решения можно получить и по общей формуле  (*), 
если для определения функции ( , )v x t использовать функцию Грина 

( ) 2( )

1

1, 1 2 cos cos ;kb t
k k

k
G x t e x

l
μξ μ μ ξ

∞
−

=

⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑       0.k

k
l
πμ = >  

Выполнение необходимого предела  lim ( ) 0kk
T t

→∞
=   при  0t ≥   в этих 

рядах очевидно. 
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7) Проверка правильности полученного решения по всем условиям 
задачи и по размерностям. 

2( )
0

2 1 ( 1)(0, ) 0 (2 0) sin 0;
4

k

k
b t

x k x
k k

Bu t x e x
l

μ μ
μ

−
=

⎧ ⎫−′ = + + + ⋅ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  

2( )2 1 ( 1)( , ) 0 (2 0) sin
4

sin 0;

k

k
b t

x k x l
k k

k

Bu l t x e x
l

B l

μ μ
μ

μ

−
=

⎧ ⎫−′ = + + + ⋅ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

= =

∑
∵

 

2
2 2

2 2 2
1

2 ( 1)( ,0) (3 ) cos 0
12

k

k

l kxu x B x l
l k l

π π
π

∞

=

⎧ ⎫−
= ⋅ − − ⋅ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

(см. формулу 12 в Приложении 1). 
2

2
( )

2 2

1 2 10 ( 1) cos
2

kb tk
k

k

u u B e x
x b t l

μ μ−∂ ∂ ⎧ ⎫
− = + + − ⋅ ⋅ −⎨ ⎬

∂ ∂ ⎩ ⎭
∑  

2( )2 2 2
2

1 2 1 ( 1) cos
2

kb tk
k

k

BAb b b e x A
b l

μ μ− ⎤⎧ ⎫⎡− − + + ⋅ − ⋅ ⋅ =⎨ ⎬⎥⎢⎣ ⎩ ⎭⎦
∑     

при  [0; ]x l∈   и  0t > . 
Проверка совпадений размерностей в формуле решения: 

[ ( , )]u x t Q= ,  1[ ]k L
μ = ,   

2
2[ ] Lb

T
= ,   2[ ] QA

L
= ,   [ ] , [ ] 1k

QB x
L

μ= = , 

2 2[ ] 1.kb tμ =          
2 2

2 2
2

1[ ( , )] .Q L Q Lu x t Q T L T L Q
L T L L T

⎧ ⎫⎛ ⎞
= = + + + ⇒⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 

№ 2.5 (В). Уравнение параболического типа с диссипативным 
членом при 0χ >  (процессы с рассеянием). 

2

2 2

1 .

(0, ) , ( , ) ;
( ,0) ( ).

u u u
x b t

u t A u l t B
u x f x

χ
⎧∂ ∂

− = ⋅⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨
⎪ =⎪
⎪⎩

   
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

A B b constχ

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
   ( )f x −заданная функция. 

1) Приведем граничные условия к однородным с помощью замены  

( , ) ( , ) ( ) .xu x t v x t B A A
l

= + − +  
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i

2

2 2

1 ( ) .

(0, ) ( , ) 0;

( ,0) ( ) ( ) ( ).

v v xv B A A
x b t l

v t v l t
xv x f x B A A f x
l

χ χ
⎧∂ ∂ ⎛ ⎞− − ⋅ = ⋅ − +⎜ ⎟⎪∂ ∂ ⎝ ⎠⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪ = − − − ≡
⎪⎩

               
( , )

0 , 0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 

Представим 
1

( , ) ( ) ( )k k
k

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑ , где 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  – 

собственные функции и 
2

2 0k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 – собственные значения. 

3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kT t . 

( ){ } ( )

2

2 2

2 2
2

1

1
k k k k

k

v v v
x b t

xT b T X B A A
b l

χ

μ χ χ

∂ ∂
− − ⋅ =

∂ ∂
⎛ ⎞′= − ⋅ + + ⋅ ⋅ = ⋅ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

или  ( ){ } ( )2 2 2 ( )k k k k k k
k k

xT b T X b B A A X x
l

μ χ χ γ⎛ ⎞′ + + ⋅ ⋅ = − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ , 

где  ( ) ( )
2

2 2, ( 1) .k
k k

k

x bb B A A X B A const
l l

χγ χ
μ

⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⋅ − + = ⋅ − − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Тогда искомое уравнение будет 
2 ( )k k k kT p T t γ′ + ⋅ = ,  где  ( )2 2 2 0k kp b μ χ= ⋅ + > . 

4) Решение линейного неоднородного дифференциального уравне-
ния для функции ( )kT t . 

2

2( ) kp t k
k k

k

T t C e
p
γ−= ⋅ + ,             kC const= . 

Теперь разложение для функции ( , )v x t  примет вид 

2

2( , ) ( ) ( ) ( ).kp t k
k k k k

k k k

v x t T t X x C e X x
p
γ−⎛ ⎞

= ⋅ = ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  
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5) Определение постоянной  kC  из начального условия. 

i
2( ,0) ( ) ( ) ( ),k

k k k k
k kk

v x C X x f x f X
p
γ τ

⎛ ⎞
= + ⋅ = = ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ �   

где  i ( )( ) ,k k
xf f x B A A X
l

⎛ ⎞= − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

0

1 2( ) sin ( 1)
l

k
k

k

f d B A
l

ξ μ ξ ξ
μ

⎧ ⎫
⎡ ⎤= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − − ⋅⎨ ⎬⎣ ⎦

⎭⎩
∫ . 

Тогда  i
2
k

k k
k

C f const
p
γ

= − = . 

 

6) Окончательный вид решения.  

i 2

2 2( , ) ( ) ( ) ( )kp tk k
k k

k k k

x xu x t B A A f e X x B A
l p p l

γ γ−⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= − + + − + ⋅ = − +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑   

( )

( )

2 2( )
2

1 0

2

2 ( ) sin ( 1)

( 1) sin ; 0.
( )

k

l
b tkk

k
k k

k
k k

k k

A f d B A e
l

kB A x
l

μ χμξ μ ξ ξ
μ χ

χ πμ μ
μ μ χ

∞
− +

=

⎧⎡ ⎤⎪+ + ⋅ ⋅ + ⋅ − − ⋅ +⎨⎢ ⎥+⎪⎣ ⎦⎩
⎫

+ ⋅ ⋅ − − ⋅ = >⎬+ ⎭

∑ ∫
 

 

7) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 
(0, ) ,u t A=          ( , )u l t B= ; 

( )}
0

0

2( ,0) ( ) ( ) sin

1 ( 1) sin ( )

2 ( ) sin sin ( )

l

k
k

k
k

k

l

k k
k

xu x B A A f d
l l

xB A x B A A
l

xf d x B A A
l l

ξ μ ξ ξ

μ
μ

ξ μ ξ ξ μ

⎧
= − + + ⋅ ⋅ +⎨

⎩

+ ⋅ − − ⋅ = − + +

⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫

∑∫

 

2 sin ( ).k k
k

f x f x
l

μ= ⋅ =∑ �  
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Проверка размерностей в ответе:   

2

1[ ]
L

χ = ,    
2

2[ ] Lb
T

= ,    [ ] [ ] [ ] .A B f Q= = =  

2

2 3

1 1 1[ ( , )] [ ] [ ]
1 1

L Lu x t Q A B Q L Q Q Q
L L L

⎧ ⎫
= = + + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇒⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

 
№ 2.6 (В). Уравнение параболического типа со сложными граничны-

ми условиями (процессы с излучением на границе). 

( )

2

2 2

1 0.

(0, ) 1 , ( , ) ( , ) 0;

( ,0) 0.

t
x

u u
x b t

u t A e u l t u l t

u x

α χ−

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= ⋅ − + ⋅ =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

        
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

b A constα χ

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
 

1) Приведем граничные условия к однородным заменой обычного 
вида  

( )1 ( )( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) 1
1

tl xu x t v x t t x t v x t A e
l

αχα β
χ

−+ −
= + ⋅ + = + ⋅ −

+
. 

2

2 2 2

1 1 ( ) .
1

(0, ) 0, ( , ) ( , ) 0;
( ,0) 0.

t

x

v v A l x e
x b t b l

v t v l t v l t
v x

αα χ
χ

χ

−⎧∂ ∂ + −
− = ⋅ ⋅⎪∂ ∂ +⎪⎪ ′= + ⋅ =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

                  
( , )

0 ,0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 

Представим ( , ) ( ) ( )k k
k

v x t T t X x= ⋅∑ , где краевая задача 

2 ( ) 0X X xμ′′ + ⋅ =  при 2 0λ μ= − ≤ ; (0) 0X = , ( ) ( ) 0X l X lχ′ + ⋅ =  имеет 
решение ( ) sin cosX x C x C xμ μ= ⋅ + ⋅� . Здесь (0) 0X C= =� , поэтому 

( ) sinX x C xμ= ⋅  при 0C ≠ . При x l=  получим ( ) ( )X l X lχ′ + ⋅ =  

( cos sin ) 0C l lμ μ χ μ= ⋅ ⋅ + ⋅ =  или ltg l
l

μμ
χ

= − . Обозначив 0l zμ = > , 
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получим дисперсионное уравнение ztg z lχ= − , множество решений 

которого (точки пересечения прямой 1( ) zy z lμ= −  с тангенсоидами 

2( )y z tg z= ) даст спектр собственных значений 
2

2 0k
k k

z
lλ μ χ

⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

при k∈` . Соответствующие собственные функции будут 

( ) sin k
k

z xX x C
l

= ⋅   при  0C ≠ ,  0kz ≠   и  k N∈ . 

Постоянный множитель 0C ≠  находится из условия нормировки 
на единицу 

2
2 2 2

2
0

1
2

2
2 2 2 2 2 2

sin 2 /sin 1 1
2 2 2 1

21 1 1 0.
2

l
k k k k

k
k k

k k

z x z tg z zl lX C dx C C
l z tg z

l l lC C
z l l z l

χ χ
χ χ

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ = ⋅ − = ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ + = ⇒ = ⋅ + >⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫
 

Теперь ортонормированное множество собственных функций 
задачи в гильбертовом пространстве ( )2 0; 1L l  имеет вид 

1
2

2 2 2

2( ) 1 sin sink
k k k

k

z xlX x N x
l z l l

χ μ
χ

−
⎛ ⎞

= ⋅ + ⋅ ≡ ⋅⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 

3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kT t . 

{ }
2

2
2 2 2 2

1

1 1 1 ( )( )
1

t
k k k k

k

v v A l xT b T X e
x b t b b l

αα χμ
χ

∞
−

=

∂ ∂ + −′− = − ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅
∂ ∂ +∑ ; 

( )2( ) ( ) 1 ( ), ,
1

t t
k k k k k

AT b T t l x X e e
l

α ααμ χ γ
χ

− −−′ + ⋅ = ⋅ + − ⋅ ≡ ⋅
+

 

( ) ( )

( )

0

1 ( ), 1 ( ) sin

1 cos 1 1 0.

l
k

k k

k
k k k

k k k

z xl x X N l x dx
l

tg zl ll z l N l N
z z z

χ χ

χ χ χ

+ − = ⋅ + − ⋅ ⋅ =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ = + ⋅ >⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∫
 

2( ) ( ) t t
k k k k k

k

AlT b T t e N e
z

α ααμ γ − −′ + ⋅ = ⋅ = − ⋅ ⋅ . 
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4) Решение линейного неоднородного дифференциального 
уравнения для ( )kT t . 

2( )
2( )

( )
kb t tk

k k
k

T t C e e
b

μ αγ
μ α

− −= ⋅ +
−

      при    2( )kbμ α≠ ,   0k
k

z
l

μ = > . 

5) Определение постоянной  kC  из начального условия. 

2 2(0) 0
( ) ( )

k k
k k

k k k

NAlT C
b z b

γ α
μ α μ α

= ⇒ = − =
− −

. 

6) Окончательный вид решения. 

( ) ( )

( ) ( )2

2

( )
2

1

1
2

2 2 2 2 2
1

1 ( ) 1 ( )( , ) ( , ) 1 1
1 1

/ 1 ( )sin 1
( ) 1

12 1

k

k

t t

b z tt tk k k

k k

b z t
t l

k k k k

l x l xu x t v x t A e A e
l l

N z z x l xAl e e A e
b l l

lAl e e
z l z b z l

α α

α α

α

χ χ
χ χ

χα
μ α χ

χα
χ α

− −

∞
−− −

=

−⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

=

+ − + −
= + ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ −

+ +
+ −

− ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ −
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⋅ − ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ + ⋅ −⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑ ( )2
sin ,kz x

l
⋅

 

где приближенно (2 1) ( )
2kz k kπ

≅ − = Ο    при  k →∞ . 

7) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 

( )(0, ) 1 ;tu t A e α−= ⋅ −         ( ,0) 0;u x =  

( ) 1( , ) ( , ) 1
1 1

t
xu l t u l t A e

l l
α χχ χ

χ χ
− ⎛ ⎞−′ + ⋅ = ⋅ − ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

2 1

2 2 2
1

2

2 2 2

2 1

1 cos sin 0

kbz t
t l

k k

k
k k

k k k

lA e e
z l

zl z z
b z l z l z

α χα
χ

χ
α

−⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟− − + ×⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
× ⋅ ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑

∵

1 1cos sin cos 1 0k k k k
k k

lz z z tg z
l z l z

χ χ⎛ ⎞
+ ⋅ = ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∵     

при  / 0k ktg z z lχ= − < . 
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Проверка размерностей:  [ ]A Q= ,  1[ ]
L

χ = ,  1[ ]
T

α = ,  
2

2[ ] Lb
T

= , 

[ ] 1kz = ,    
2

1k
b z t
l

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

( )
2

2 2

1[ ( , )] 1 1 1 1 1
1

Tu x t Q Q L Q
T L L

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒
⋅ +

. 

№ 2.7 (В). Уравнение параболического типа со сложными граничны-
ми условиями. 

2

2 2

1 0.

(0, ) (0, ) 0,
( ,0) 0.
x

u u
x b t

u t u t
u x

χ

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ − ⋅ =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

        ( , ) .u l t A=            
( , ).

0 , 0 .
, , 0.

u u x t
x l t

A b constχ

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
 

1) Приведем граничные условия к однородным заменой обычного 

типа 1( , ) ( , ) .
1

xu x t v x t A
l

χ
χ

+
= +

+
 

2

2 2

1 0.

(0, ) (0, ) 0,
1( ,0) .
1

x

v v
x b t

v t v t
xv x A
l

χ
χ
χ

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ − ⋅ =⎨

⎪ +⎪ = −
+⎪⎩

   ( , ) 0.v l t =                  ( , ).v x tν =  

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 

1

( , ) ( ) ( )k k
k

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑ ,       где 

1
2

2 2( ) 1 sin 1
2k k

k

l l xX x z
z l l

χ
χ

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ − ≡⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 

sin 1k k
xN z
l

⎛ ⎞≡ ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – собственные функции. 
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Здесь собственные значения 
2

2 0k
k k

z
l

λ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и величины kz  – 

множество положительных корней трансцендентного уравнения 

0k
k

ztgz lχ= − <  при k N∈ . 

3–4) Вывод уравнения для функции ( )kT t  и его решение. 
22

2 2

1 0 ( ) 0.k
k k

zv v T b T t
x b t l
∂ ∂ ⎛ ⎞′− = ⇒ + ⋅ =⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

 

2

( ) ,
k

b z t
l

k kT t C e
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⋅               .kC const=  

5) Определение постоянной  kC  из начального условия.  
2

1 1

( , ) ( ) ( ) sin 1
k

b z t
l

k k k k k
k k

xv x t T t X x C e N z
l

⎛ ⎞∞ ∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ . 

1 1

1( ,0) ( ) sin 1
1k k k k k

k k

x xv x C X x C N z A
l l

χ
χ

∞ ∞

= =

+⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ − = − =⎜ ⎟ +⎝ ⎠
∑ ∑

1
( )k k

k
X xγ

∞

=

≡ ⋅∑ , 

где       
0

1 , (1 ) sin 1
1 1

l
k

k k k
A Nx xA X x z dx

l l l
χγ χ
χ χ

⎛ ⎞ − ⋅+ ⎛ ⎞= − = ⋅ + ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

2
2

sin1(1 cos )
1

cos1 1 0.
1

k k
k

k k k

k k
k k

k k k k

A N zl z l
l z z z

A N zl l Altgz l N
l z z z z

χ
χ

χ χ
χ

⎧ ⎫⎛ ⎞− ⋅ ⎪ ⎪= ⋅ ⋅ − + − ⋅ =⎨ ⎬⎜ ⎟+ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞− ⋅ +⎪ ⎪= − ⋅ + ⋅ ⋅ = − <⎨ ⎬⎜ ⎟+ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

6) Окончательный вид решения задачи. 
21

2 2 2
1

1 1( , ) 2 1 sin 1 .
1

k
b z t
l

k
k k k

x l xu x t A A e z
l z z l l

χ χ
χ χ

− ⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞= − ⋅ + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

7) Проверка решения задачи  по условиям и по размерностям. 
( , ) ;u l t A=           (0, ) (0, )xu t u tχ′ − ⋅ =  

21

2 2 2
1

2 1 cos
1

k
b z t
l

k
k k

A A l e z
l l z l

χ χ
χ χ

− ⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎛ ⎞
= + ⋅ + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑  
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2

2

1

2 2 2
1

1

2 2 2
1

12 1 sin
1

2 1 cos 1 0.

k

k

b z t
l

k
k k k

b z t
l

k k
k k k

A lA e z
l z z l

l lA e z tgz
z l z

χ χχ
χ χ

χ χ
χ

− ⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

− ⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎛ ⎞
− + ⋅ + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑
 

1

2 2 2
1

1 1( ,0) 2 1 sin 1 0
1 k

k k k

x l xu x A A z
l z z l l

χ χ
χ χ

−
∞

=

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞= − ⋅ + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ . 

Равенство проверяется разложением в ряд. 
Совпадение размерностей в ответе очевидно, так как 

[ ]A Q= ,   [ ] 1kz = ,   [ ] [ ] 1x lχ χ= = ,   
2

2
2 1k

b z t
l

⎡ ⎤
⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

 

№ 2.8 (В). Уравнение параболического типа с разрывными началь-
ными условиями и граничными условиями второго рода (типа Неймана). 

2

2 2

1 0.

(0, ) ( , ) 0.

( ,0) ( )
0

x x

u u
x b t

u t u l t
A

u x f x при

⎧∂ ∂⎪ − =
∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪ ⎧⎪ = = ⎨⎪ ⎩⎩

0
.

x h
h x l
≤ <
< ≤

               

( , );
0 ,
0 .

, , , 0.

u u x t
x l
t

A b l h const

=
≤ ≤
≤ < ∞

= >

      

1) Граничные условия заданы уже однородными. 
2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 

0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k
k k

u x t T t X x T t X x T t X x
∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ + ⋅∑ ∑  

где  0
1( ) ,X x
l

=    
2( ) cosk kX x x
l

μ= ⋅ ,   k
k
l
πμ = ;   1,2,3,...k =  . 

3–4) Вывод дифференциальных уравнений для функций 0 ( )T t  
и ( )kT t  и их решение. 

{ }
2

2
0 02 2 2 2

1

1 1 10 ( ) 0   k k k k
k

u u T X T b T X
x b t b b

μ
∞

=

∂ ∂ ′ ′− = − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ = ⇒
∂ ∂ ∑  

⇒   0 ( ) 0T t′ =    и   0 0( ) .T t C const= =  
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2( ) ( ) 0k k kT b T tμ′ + ⋅ =    и   
2( )( ) , .kb t

k k kT t C e C constμ−= ⋅ =  
2( )

0 0
1

( , ) ( ) ( ).kb t
k k

k
u x t C X x C e X xμ

∞
−

=

= ⋅ + ⋅∑  

5) Определение постоянных 0C  и kC  из начального условия. 

0 0
1

( ,0) ( ) ( ) ( ).k k
k

u x C X x C X x f x
∞

=

= ⋅ + ⋅ =∑  

( )0 0
0

, 0
h dx AhC f X A

l l
= = = >∫    при 0k = , 

( )
0

2 2, cos sin
h

k k k k
k

AC f X A x dx h
l l

μ μ
μ

= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅∫     при  1,2,3,...k =  . 

6) Окончательный вид решения. 
2

2

( )

1

1

sin2( , ) cos

2 1 sin cos .
2

kb t k
k

k k

bk t
l

k

hh Au x t A e x
l l

A h kh kxe
l k l l

μ

π

μ μ
μ

π π π
π

∞
−

=

⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= + ⋅ ⋅ ⋅ =

⎧⎪ ⎫= ⋅ + ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎭⎪⎩

∑

∑
 

7) Проверка правильности решения задачи по условиям и 
размерностям. 

(0, ) ( , ) 0 sin 0 sin 0;xu t u l t kπ′ ′= = = =∵       ( , ) 0.hu x A
l

∞ = >  

1

1 1( ,0) sin ( ) sin ( )
k

h k ku x A x h x h
l k l l

π π
π

∞

=

⎧ ⎫⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ + − − =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
∑  

1 1 1( ) ( )
2 2

hA x h x h
l l l

π ππ π
π

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + − − − =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
 

= 0h hA
l l

⎛ ⎞⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   при   ;x h>  

1

1 1( ,0) sin ( ) sin ( )

1 1 1( ) ( )
2 2

k

h k ku x A x h x h
l k l l

hA x h x h A при
l l l

π π
π

π ππ π
π

∞

=

⎧ ⎫⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ ⋅ + + − =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + − − =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

∑

.x h<
 

(смотри формулу 1 в Приложении 1). 
Совпадения размерностей в ответе очевидны при   [ ] [ ] .u A Q= =  
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№ 2.9 (С). 
Постановка задачи: 

2

1 0.

(0, ) ,
( ,0) 0.

xx tu u
b

u t At
u x

⎧ ′′ ′− =⎪
⎪

=⎨
⎪ =⎪
⎩

( , ) 0.xu l t′ =          
( , )

0 ,
u u x t

x l
=
≤ ≤

   
0 .t≤ < ∞

 

1) 

2 2

1 .

(0, ) 0, ( , ) 0.
( ,0) 0.

xx t

x

Av v
b b

v t v l t
v x

⎧ ′′ ′− =⎪
⎪

′= =⎨
⎪ =⎪
⎩

           
( , ) ( , ) .

( , ).
0 , 0 .

u x t v x t At
v v x t

x l t

= +
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

2) 
0

( , ) ( ) ( ),k k
k

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑         

где   
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅    и   
2

2 (2 1) 0.
2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3)  

{ }2 2
2 2 2

1 1 ( ) ( ) ( ) ,xx t k k k k k k k k
k

Av v T b T X T b T t
b b b

μ μ γ′′ ′ ′ ′− = − + ⋅ = ⇒ + =∑  

где  ( )
0

2 2, sin 0.
l

k k k
k

AA X A x dx
l l

γ μ
μ

= − = − ⋅ ⋅ = − <∫  

4) 
2( )

2( ) ;( )
kb t k

k k
k

T t C e b
μ γ

μ
−= ⋅ +      .kC const=  

5) 2 3

2(0) 0 0.k k
k

AT C
b lμ

= ⇒ = >  

6) ( )2( )
2 3

0

sin2( , ) 1 ;kb t k

k k

xAu x t At e
lb

μ μ
μ

∞
−

=

= − ⋅ − ⋅∑      (2 1) 0.
2k k
l
πμ = + >  

7) (0, ) ,u t At=      ( ,0) 0,u x =      ( , ) 0 cos 0.x ku l t lμ′ = =∵  

3
2

1[ ( , )] .Q Q Tu x t Q T L Q
T T L L

= = ⋅ + ⇒  
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№ 2.10 (С). 
Постановка задачи: 

2

1 .

(0, ) ,
( ,0) 0.

xx t

x

u u A
b

u t Bt
u x

⎧ ′′ ′− =⎪
⎪
′ =⎨

⎪ =⎪
⎩

( , ) 0.u l t =           
( , ).

0 ,
u u x t

x l
=
≤ ≤ 0 .t≤ < ∞

 

1) 

2 2

1 ( ).

(0, ) 0, ( , ) 0.
( ,0) 0.

xx t

x

Bv v A l x
b b

v t v l t
v x

⎧ ′′ ′− = − −⎪
⎪
′ = =⎨

⎪ =⎪
⎩

                
( , ) ( , ) ( ).

( , ).
0 , 0 .

u x t v x t Bt l x
v v x t

x l t

= − ⋅ −
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

2)  
0

( , ) ( ) ( ),k k
k

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑       где  
2( ) cosk kX x x
l

μ= ⋅     

и   
2

2 (2 1) 0.
2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3)  ( )( )2 2( ) ( ) ,k k k k kT b T t B l x Ab Xμ γ′ + ⋅ = ≡ − − =  

21 2( 1) .k

k k

B Ab
lμ μ

⎛ ⎞
= ⋅ − − ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

4–5) ( )2( )
2( ) 1 .

( )
kb tk

k
k

T t e
b

μγ
μ

−= ⋅ −  

6) ( )2( )2
2 3

0

cos2( , ) ( 1) 1 ( );kb tk k

k k k

xBu x t Ab e Bt l x
lb

μ μ
μ μ

∞
−

=

⎡ ⎤
= − − ⋅ − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  

(2 1) 0.
2k k
l
πμ = + >  

7) (0, )xu t Bt′ = ,    ( , ) 0 cos 0ku l t lμ= =∵ ,    ( ,0) 0.u x =  

2
3

2 2

1[ ( , )] 1 .T Q Q L Qu x t Q L L LT Q
L L LT L T LT

⎛ ⎞
= = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
 



_____________________________________Б. В. Кондратьев, Н. И. Лесик. Практикум 
 
46 

№ 2.11 (С).  
Постановка задачи: 

2

1 .

(0, ) 0, ( , ) 0.
( ,0) 0.

xx t

x

u u Axt
b

u t u l t
u x

⎧ ′′ ′− =⎪
⎪

′= =⎨
⎪ =⎪
⎩

                         
( , )

0 ,
u u x t

x l
=
≤ ≤ 0 .t≤ < ∞

 

1–2) 
0

( , ) ( ) ( ),k k
k

u x t T t X x
∞

=

= ⋅∑       где  
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅   

и  
2

2 (2 1) 0.
2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3) ( )
2

2 2 1
2

2( ) ( ) , ( 1) .k
k k k k

k

Ab tT b T t Ab xt X
l

μ
μ

+′ + ⋅ = − = − ⋅  

4–5) 
( ) ( )2( )

24

( 1) 1 2(0) 0 ( ) 1 .k

k
b t

k k
k k

T T t A e t
lb

μ

μ μ
−

⎧ ⎫− ⎪ ⎪= ⇒ = ⋅ − − ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

6) 
( ) ( )2( )

2 4
0

2 1 ( 1)( , ) 1 sin ;k

k
b t

k
k kk

Au x t e t x
l b

μ μ
μμ

∞
−

=

⎧ ⎫ −⎪ ⎪= ⋅ ⋅ − − ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

     (2 1) 0.
2k k
l
πμ = + >  

7) (0, ) 0u t = ,   ( , ) 0 cos 0x ku l t lμ′ = =∵ ;   ( ,0) 0.u x =  

2 4
3 2

1[ ( , )] 1 .Q Tu x t Q L T L Q
L L T L

⎧ ⎫≡ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 

№ 2.12 (С).  
Постановка задачи: 

2

1 .

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) 0.

xx t

x x

u u At
b

u t u l t
u x

⎧ ′′ ′− =⎪
⎪
′ ′= =⎨

⎪ =⎪
⎩

                        
( , ).

0 ,
u u x t

x l
=
≤ ≤ 0 .t≤ < ∞

 

1-2)  0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k k
k k

u x t T t X x T t X x T t X x
∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ + ⋅∑ ∑    
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где  0
1( ) ,X x const
l

= =   
2( ) cos .k kX x x
l

μ= ⋅   
2

2 0.k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3) ( )2 2
0 0( ) , .T t Ab t X Ab l t′ = − = − ⋅  

( ) ( )2 2
0( ) , 0.k k k kT b T t Ab t l X Xμ′ + ⋅ = − ⋅ =  

4) 2 2
0 0

1( ) ,
2

T t Ab l t C= − ⋅ +          0 .C const=  
2( )( ) ,kb t

k kT t C e μ−= ⋅       .kC const=  
5) 0 0(0) 0,T C= =   (0) 0.k kT C= =  

6) 2 2 2 2
0 0

1 1 1( , ) 0 0 0.
2 2

u x t T X Ab t l Ab t
l

= ⋅ + = − ⋅ + = − <  

7) 
2

2 2
2[ ( , )] [ ] .L Qu x t Q A T L T Q

T L T
= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⇒  

 

№ 2.13 (С). 
Постановка задачи: 

2

1 0.

(0, ) 0, ( , ) 0.
( ,0) .

xx t

x

u u
b

u t u l t
u x Ax

⎧ ′′ ′− =⎪
⎪

′= =⎨
⎪ =⎪
⎩

                  
( , ).

0 ,
u u x t

x l
=
≤ ≤ 0 .t≤ < ∞

 

1–2) 
0

( , ) ( ) ( ),k k
k

u x t T t X x
∞

=

= ⋅∑      

где  
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅    и    
2

2 (2 1) 0.
2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3–4) 2( ) ( ) 0;k k kT b T tμ′ + ⋅ =    
2( )( ) ,kb t

k kT t C e μ−= ⋅    .kC const=  

5) ( ) 2( )
2 2

( 1) 2 ( 1) 2(0) , ( ) .k

k k
b t

k k k
k k

T Ax X A T t A e
l l

μ

μ μ
−− −

= = ⇒ = ⋅  

6) 
2( )

2
0

2 ( 1)( , ) sin .k

k
b t

k
k k

Au x t e x
l

μ μ
μ

∞
−

=

−
= ⋅ ⋅∑  

7) (0, ) 0,u t =     ( , ) 0 cos 0.x ku l t lμ′ = =∵  
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2
0

2

2 2 2
0

2 ( 1)( ,0) sin

8 ( 1) 8sin (2 1)
(2 1) 2 8

k

k
k k

k

k

Au x x
l

Al x Al xk Ax
k l l

μ
μ

π π
π π

∞

=

∞

=

−
= ⋅ =

−
= ⋅ + = ⋅ =

+

∑

∑
 

(см. формулу 15 в Приложении 1). 
21[ ( , )] [ ] .Qu x t Q A L L Q

L L
= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⇒  

 
№ 2.14 (С).  
Постановка задачи: 

( )

2

1 0.

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) ( ) .

xx tu u
b

u t u l t
u x f x Ax l x

⎧ ′′ ′− =⎪
⎪

= =⎨
⎪ = ≡ −⎪
⎩

                 
( , )

0 ,
u u x t

x l
=
≤ ≤ 0 .t≤ < ∞

 

1–2) 
1

( , ) ( ) ( ),k k
k

u x t T t X x
∞

=

= ⋅∑   где 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅   и 

2
2 0.k k

k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3–4) 2( ) ( ) 0;k k kT b T tμ′ + ⋅ =     
2( )( ) ,kb t

k kT t C e μ−= ⋅     .kC const=  

5) ( ) ( )
0

2(0) , sin
l

k k k kT f X A x l x x dx
l

γ μ= ≡ = ⋅ − ⋅ ⋅ =∫  

( ) ( ){

( ) ( )

( )

2 2
0

0

2
0 0

02 3
0

3

2 2cos cos

2cos 2 2 sin

2 2 20 sin ( 2 ) cos

2 2 1 ( 1) .

l
l

k k
k k

l l

k k
k

l
l

k k
k k

k

k

A Alx x d x lx x x
l l

Ax l x dx l x d x
l

A Ax dx x
l l

A const
l

μ μ
μ μ

μ μ
μ

μ μ
μ μ

μ

= − ⋅ − ⋅ = − ⋅ − ⋅ −

⎫
− ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ =⎬

⎭
⎧ ⎫

= ⋅ − ⋅ − = − ⋅ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

= ⋅ − − =

∫

∫ ∫

∫
 



Тема 2. Уравнения теплопроводности_________________________________________ 
 

49

6) 
2 2( ) ( )

3
1 1

4 1 ( 1)( , ) ( ) sink k

k
b t b t

k k k
k k k

Au x t e X x e x
l

μ μγ μ
μ

∞ ∞
− −

= =

− −
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =∑ ∑  

[ ] 2( )
3

0

sin82 1 ,nb t n

n n

xAk n e
l

μ μ
μ

∞
−

=

= = + = ⋅ ⋅∑     где  (2 1) 0.n n
l
πμ = + >  

Здесь количество членов ряда уменьшается вдвое, что удобно при 
численных расчетах. 

7) (0, ) ( , ) 0 sin 0 sin (2 1) 0.u t u l t nπ= = = + =∵  

( )

2

33 3
0 0

2 3

3

sin8 8 1( ,0) sin (2 1)
2 1

8 1 ( ) ( ).
8

n

n nn

xA Al xu x n
l ln

Al x x Ax l x f x
l l

μ π
μ π

π
π

∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ + =
+

⎛ ⎞= ⋅ − = − ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
 

3 2
2

1[ ( , )] [ ] .Qu x t Q A L L Q
L L

= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⇒  

 
№ 2.15 (С).  
Постановка задачи: 

2

1 0.

(0, ) ,
( ,0) 0.

xx tu u
b

u t At
u x

⎧ ′′ ′− =⎪
⎪

=⎨
⎪ =⎪
⎩

( , ) 0.u l t =                     
( , ).

0 ,
u u x t

x l
=
≤ ≤ 0 .t≤ < ∞

 

1)  

2 2

1 1 .

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) 0.

xx t
A xv v

b b l
v t v l t
v x

⎧ ⎛ ⎞′′ ′− = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎪ = =⎨
⎪ =⎪
⎪⎩

                     

( , ) ( , ) 1 .

( , ).
0 , 0 .

xu x t v x t At
l

v v x t
x l t

⎛ ⎞= + ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

2) 
1

( , ) ( ) ( ),k k
k

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑  

где 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅    и   
2

2 0.k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3) { }2
2 2 2

1

1 1 ( ) 1xx t k k k k
k

A xv v T b T X
b b b l

μ
∞

=

⎛ ⎞′′ ′ ′− = − ⋅ + ⋅ = − ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  
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2( ) ( ) ,k k k kT b T tμ γ′⇒ + ⋅ =       где 1 ,k k
xA X
l

γ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⋅ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

0

2 21 sin 0.
l

k
k

x AA x dx
l l l

μ
μ

⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = >⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

4) 
2( )( ) ;kb t k

k k
k

T t C e μ γ
μ

−= ⋅ +       .kC const=  

5) 2 3

2(0) 0 0.k
k k

k k

AT C
b l

γ
μ μ

−
= ⇒ = − = <   

( )2( )( ) 1 .kb tk
k

k

T t e μγ
μ

−= ⋅ −  

6) ( )2( )
2 3

1

sin2( , ) 1 1 kb t k

k k

xx Au x t At e
l lb

μ μ
μ

∞
−

=

⎛ ⎞= ⋅ − − ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

=
2( )

2 3
1

sin11 ( )(2 ) 2
6

kb t k

k k

xx AAt x l x l x e
l b l

μ μ
μ

∞
−

=

⎧ ⎫⎛ ⎞⋅ − − ⋅ − − − ⋅ ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑  

при  0k
k
l
πμ = >  

(см. формулу 17 в Приложении 1). 
7) (0, ) ,u t At=      ( , ) 0 sin 0;ku l t lμ= =∵      ( ,0) 0.u x =  

{ }3 3
2[ ( , )] 1 .Q Q Tu x t Q T L L Q

T T L L
= = ⋅ ⋅ + + ⇒  

 

№ 2.16 (С). Решение общего вида задачи для одномерного уравне-
ния переноса (теплопроводности) без приведения граничных условий 
к однородному виду (к нулям). 

2

2 2

1 ( , ).

(0, ) ( ), ( , ) ( ),
( ,0) ( ).

x

u u F x t
x b t

u t t u l t t
u x f x

ϕ ψ

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

                    
( , )

0 , 0 .
u u x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

1) Разделение переменных и решение подобной краевой задачи 
с однородными граничными условиями. 

( , ) ( ) ( )k k
k

u x t T t X x= ⋅∑ ,   

где 2 ( ) 0X X xμ′′ + ⋅ =    при (0) 0X =   и  ( ) 0.X l′ =  
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Решение этой краевой задачи известно: ( )
2

2 2 1 0
2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 – 

дискретный бесконечный спектр собственных значений; 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  – базис (полное ортонормированное множество 

собственных векторов-ортов). Здесь скалярное произведение 

( )
0

, ( ) ( )
l

k k k k kkX X X X dξ ξ ξ δ′ ′ ′= ⋅ =∫  – символ Кронекера ( 1kkδ ′ =  при 

k k′=    и   0kkδ ′ =  при )k k′≠ . 
2) Вывод уравнения для функции ( )kT t , зависящей только от времени. 

2 2

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ).xx t xx k t k ku u F x t u X u X F X
b b

′′ ′ ′′ ′− ⋅ = ⇒ − =  

Пусть 
0

( , ) ( , ) ( ) ( ),
l

k k ku X u t X d T tξ ξ ξ≡ ⋅ =∫   тогда 

0

( , ) ( , ) ( ) ( ).
l

t k t k ku X u t X d T tξ ξ ξ′ ′ ′≡ ⋅ =∫  

0

( , ) ( , ) ( ) ( ).
l

k k kF X F t X d F tξ ξ ξ≡ ⋅ =∫  

0

( , ) ( ) ( ) .
l

k k kf X f X d f constξ ξ ξ≡ ⋅ = =∫  

Воспользуемся одномерным представлением формулы Грина 

( ) 0
0

( , ) ( , ) ( )
l

l
xx k k k k k ku X u X u X u X d u X u Xξξ ξξ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′− ≡ ⋅ − ⋅ = − =∫  

( , ) ( ) ( , ) ( ) (0, ) (0) (0, ) (0)x k k x k ku l t X l u l t X l u t X u t X′ ′ ′ ′= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =  
( ) ( ) 0 0 ( ) (0) 0,k kt X l t Xψ ϕ ′= ⋅ − − + ⋅ ≠  

где 
2( ) ( 1) ,k

kX l
l

= ⋅ −   
2(0)k kX
l

μ′ = ⋅ −  отличны от нуля. 

Если заменить 2 ( )k k kX X xμ′′ = − ⋅ , получим 
2 2( , ) ( , ) ... ( ) ( ) ( ) ( ) (0).xx k k k k k k ku X u X T t t X l t Xμ μ ψ ϕ′′ ′= − ⋅ + = − ⋅ + ⋅ + ⋅  

Подставив полученные выражения в уравнение задачи, приведем 
его к виду 

2
2

1( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ).k k k k k kT t t X l t X T t F t
b

μ ψ ϕ ′ ′− ⋅ + ⋅ + ⋅ − =  
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Очевидно, это выражение и является искомым дифференциальным 
уравнением для функции ( )kT t  

( )2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ).k k k k k k kT b T t b F t t X l t X b F tμ ψ ϕ⎡ ⎤′ ′+ ⋅ = − − ⋅ + ⋅ ≡ − ⋅⎣ ⎦
�  

Функция ( )kF t�  иногда вводится для сокращения записей. 
3) Решение линейного неоднородного дифференциального уравне-

ния для функции ( )kT t . 
Сначала найдем решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения 
20 0 0 0

( )2( ) ( ) 0 ( ) ,kb t
kk k k kT b T t T t C e μμ −′+ ⋅ = ⇒ = ⋅      

0

kC =const. 
Решение исходного неоднородного дифференциального уравнения 

будем искать методом вариации произвольной постоянной 
2( )( ) ( ) kb t

k kT t C t e μ−= ⋅ , при этом получим  

2

2 ... 2 ... 2 ...

( ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).k

k k k k k k k k

b t
k k

T b T t C t e b C t e b C t e

C t e b F tμ

μ μ μ
−

′ ′+ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

′= ⋅ = − ⋅ �
 

Из последнего равенства определим значение функции ( )kC t  

j 2( )2

0

( ) ( ) ,k

t
b

k k kC t C b F t e dμ τ τ= − ⋅ ⋅∫ �           j .kC const=  

Теперь общее решение исходного неоднородного дифференциаль-
ного уравнения будет 

j

j ( )

2 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )2

0

( ) ( ) ( )2

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (0) ( ) ( ) .

k k k

k k

t
b t b t b t

k k k k

t
b t b t

k k k k

T t C t e C e b F t e d

C e b F X X l e d

μ μ μ τ

μ μ τ

τ

τ ϕ τ ψ τ τ

− − − −

− − −

= ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =

⎡ ⎤′= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦

∫

∫

�
 

4) Постоянную интегрирования kC  определяем из начального 
условия j(0)k k kT f C= = , тогда искомое частное решение неоднородного 
уравнения для функции ( )kT t  примет окончательный вид 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )2

0

( ) ( )k k k

t
b t b t b t

k k k kT t f e b F t e d f eμ μ τ μτ− − − −= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ −∫ �  

2( ) ( )2

0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) .k

t
b t

k k kb F X X l e dμ ττ ϕ τ ψ τ τ− −⎡ ⎤⎛ ⎞′− ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫  

5) Окончательный вид решения задачи получаем в форме ряда по 
собственным функциям ( )kX x , которые были найдены для подобной 
задачи с однородными граничными условиями 
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[2

2

( ) 2

0 0 0

( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( )

( ) (0) ( ) ( ) ( )

k

k

t
b t

k k k k
k k

b t
k k k

u x t T t X x f e b F

X X l e d X x

μ

μ τ

τ

ϕ τ ψ τ τ

∞ ∞
−

= =

− −

⎧
= ⋅ = ⋅ − ⋅ −⎨

⎩
⎫⎤⎛ ⎞′− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =⎬⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦ ⎭

∑ ∑ ∫
 

2( )

0 0

( ) ( ) ( )k

l
b t

k k
k

f X d e X xμξ ξ ξ
∞

−

=

= ⋅ ⋅ ⋅ −∑∫  

2( ) ( )2

0 0 0

( , ) ( ) ( )k

t l
b t

k k
k

b F X d e d X xμ τξ τ ξ ξ τ
∞

− −

=

⎛ ⎞
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫ ∫  

( ) 2( ) ( )2

0 0

( ) (0) ( ) ( ) ( ).k

t
b t

k k k
k

b X X l e d X xμ τϕ τ ψ τ τ
∞

− −

=

′+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∑ ∫  

Если ввести для нашей задачи функцию Грина (источника) в виде 
равномерно сходящегося ряда 

( ) 2( )

0

, ( ) ( )k b t
k k

k

G x t e X x Xμξ ξ
∞

−

=

= ⋅ ⋅∑  

(здесь временной множитель 
2( )kb te μ−  называется ядром функции источника), 

то запись окончательного решения нашей задачи значительно упростится 

( ) ( )2

0 0 0

( , ) ( ) , ( , ) ,
l t l

u x t f G x t d b d F G x t dξ ξ ξ τ ξ τ ξ τ ξ= ⋅ − ⋅ ⋅ − +∫ ∫ ∫  

( ) ( )2

0

( ) , 0 ( ) , .
t

b G x t G x l t dϕ τ τ ψ τ τ τ
ξ

⎛ ⎞∂
+ ⋅ ⋅ − + ⋅ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫  

Здесь частные значения функции Грина равны ( 0)tθ τ= − >  

( ) 2( )

0

,0 ( ) (0)kb
k k

k

G x e X x Xμ θθ
ξ

∞
−

=

∂ ′= ⋅ ⋅
∂ ∑     при 

2(0) 0;k kX
l

μ′ = ⋅ >  

( ) 2( )

0

, ( ) ( )kb
k k

k

G x l e X x X lμ θθ
∞

−

=

= ⋅ ⋅∑         при 
2( ) ( 1) 0.k

kX l
l

= ⋅ − ≠  

Очевидно, подобные общие формулы можно получить и при реше-
нии задач в других ортогональных системах координат для уравнения 
переноса на плоскости или в пространстве. При этом в решении 
получатся кратные интегралы по координатам и кратные ряды по соб-
ственным функциям вида ( , ) ( ) ( )kn k nФ x y X x Y y= ⋅  (см. ниже темы 5, 6 и 7). 

6) Проверка полученной формулы решения по всем условиям 
задачи и по размерностям. 

На концах рассматриваемой области 0 x l≤ ≤  входящий в функцию 

Грина множитель 2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  при ( )2 1 0
2k k
l
πμ = + > , определен-
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ный для однородных граничных условий (0) 0kX =  и ( ) 0kX l′ = , дает нуле-
вой результат ( )0, 0G tξ =  и ( ), 0xG l tξ′ =  (аналогично для ( ),0G x θ  и 

( ),G x lξ θ′ ). Поэтому полученная формула решения не может удовлетво-
рять заданным неоднородным граничным условиям. Однако эта формула 
является решением нашей задачи везде внутри рассматриваемого интер-
вала 0 x l< < , а граничные значения принимаются из заданных условий. 

При начальном значении 0t =  в разрешающей формуле остается 
только первое слагаемое 

( )
0 0

( ,0) ( ) , 0 ( ) ( )
l l

u x f G x d f x dξ ξ ξ ξ δ ξ ξ= ⋅ = ⋅ − =∫ ∫  ( )f x=  – значит наше 

начальное условие выполняется. Здесь использована известная формула 

( )
0

, 0 ( ) ( ) ( )k k
k

G x X x X xξ ξ δ ξ
∞

=

= ⋅ = −∑ , где ( )δ α  – функция Дирака, для 

которой (0) ,δ = ∞  ( ) 0δ α =  при 0α ≠  и ( ) ( ) ( )a d aϕ α δ α α ϕ
∞

−∞

⋅ − =∫  

(см. Приложеие 2). 
Проверим, что полученный ответ ( , )u x t  удовлетворяет уравнению 

задачи 

( )
2 2

2
2 2 2 2

0 0 0

1 1( ) , ( , )
l t lu u f G x t d b d F

x b t x b t
ξ ξ ξ τ ξ τ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− = ⋅ − − ⋅ ×⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2

2 2
0

1 , ( , ) , 0
l

G x t d F t G x d
x b t

ξ τ ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞∂ ∂
× − − + ⋅ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫  

( )

( )

2
2

2 2
0

2

2 2

1( ) ,0

1( ) ,

t

b G x t
x b t

t G x l t d
x b t

ξϕ τ τ

ψ τ τ

⎡ ⎛ ⎞∂ ∂ ′+ ⋅ ⋅ − − +⎢ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞∂ ∂

+ ⋅ − − ⋅ −⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎦

∫
 

( ) ( )( )( ) ,0 0 ( ) , 0 .t G x t G x lξϕ ψ′− ⋅ + ⋅  
Здесь использована известная формула Лейбница дифференциро-

вания интеграла по параметру 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , ) ( ), ( ) ( ), ( ).
t t

t t

d f t d f t d f t t t f t t t
dt t

β β

α α

τ τ τ τ β β α α∂ ′ ′= + ⋅ − ⋅
∂∫ ∫  
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Затем для упрощения полученного выше выражения воспользуемся 
известными соотношениями из теории функции Грина и δ -функции 
Дирака 

( ) ( 2
2

( )2
2 2

0

1 , ( ) ( )kb t
k k k

k

G x t e X x X
x b t

μξ μ ξ
∞

−

=

⎛ ⎞∂ ∂
− = − ⋅ ⋅ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑  

( ) 2( )2 2
2

1 ( ) ( ) 0.kb t
k k kb e X x X

b
μμ ξ− ⎞− − ⋅ ⋅ =⎟

⎠
 

Аналогичные результаты получаются и для функций ( ),0G xξ θ′  

и ( ),G x l θ  при 0.tθ τ≡ − >  
При значениях 0t =  или 0tθ τ= − =  полученные для функции 

Грина ряды сводятся к δ -функциям Дирака: 

( )
0

, 0 ( ) ( ) ( );k k
k

G x X x X xξ ξ δ ξ
∞

=

= ⋅ = −∑  

т. е. полученный расходящийся ряд обращается в бесконечность только 
для одинаковых значений аргументов x ξ=  (там члены ряда равны 
модулям 2( ) 0kX x > ), но этот ряд равен нулю при всех различных значе-
ниях x ξ≠ . Аналогично можно получить значения ( ), 0 ( )G x l x lδ= −  

и ( ),0 0 ( )G x xξ δ′ ′=  (здесь известна производная 
1( ) ( )x x
x

δ δ′ = ⋅ ). 

Таким образом, правая часть уравнения приводится к требуемому 
выражению 

( )
2

2 2
0 0

1 ( , ) , 0 ( , ) ( ) ( , ).
l lu u F t G x d F t x d F x t

x b t
ξ ξ ξ ξ δ ξ ξ∂ ∂

− = ⋅ = ⋅ − =
∂ ∂ ∫ ∫  

Значит, полученная нами общая формула решения задачи ( , )u x t  
удовлетворяет уравнению задачи и всем поставленным условиям 
в декартовой системе координат Oxt  только внутри полуполосы вида 

{ }0 ,0D x l t= < < ≤ < ∞ , что и требовалось доказать. 
Примем размерности величин  

[ ]( , )u x t Q= ,  2[ ]F Q L= ,  [ ] [ ]f Qϕ = = ,  [ ] Q Lψ = , 
2 2[ ]b L T= ,  [ ] 1k Lμ = ,  

2
2 2

2

1[ ] 1k
Lb t
T L

μ = = ,  [ ] 1kX L= ,  [ ] 1G L= .  

Тогда   

[ ]
2 2

2 2

1 1 1 1( , ) L Q L Qu x t Q Q L T L Q T Q
L T L L T L L L

⎛ ⎞≡ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Значит все размерности совпадают. 
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7) Найдем решение той же задачи обычным методом предва-
рительного приведения граничных условий задачи к однородным. 

2

2 2

1 ( , ).

(0, ) ( ), ( , ) ( ),
( ,0) ( ).

x

u u F x t
x b t

u t t u l t t
u x f x

ϕ ψ

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

                 
( , ).

0 ,0 .
u u x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

Если сделать замену искомой функции 
( , ) ( , ) ( ) ( )u x t v x t t x tψ ϕ= + ⋅ + , 

то новая задача имеет однородные граничные условия 
i ( )

i ( )

2

2 2 2
1 1( , ) ( , ) ( ) ( ) .

(0, ) 0, ( , ) 0,

( ,0) ( ) ( ) (0) (0) .
x

v v F x t F x t t x t
x b t b

v t v l t

v x f x f x x

ψ ϕ

ψ ϕ

⎧∂ ∂ ′ ′− = ≡ + ⋅ +⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨
⎪ = ≡ − ⋅ +⎪
⎪⎩

      
( , )

0 , 0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

Будем искать решение новой задачи в виде разложения 

0

( , ) ( ) ( )k k
k

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑  по собственным функциям 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅ , 

и ( )2 1 0
2k k
l
πμ = + > ; здесь требуется lim ( ) 0kk

T t
→∞

= . 

Тогда для функции от времени ( )kT t  получим обыкновенное 
линейное неоднородное дифференциальное уравнение 

( ) i2 2( ) ( ) 0kk k kT b T t b F tμ′ + ⋅ = − ⋅ ≠ , 

где    i i( ) ( )2
0

1( ) , ( , ) ( ) ( ) ( )
l

k k kF t F X F t t t X d
b

ξ ψ ξ ϕ ξ ξ⎡ ⎤′ ′= = + ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦∫ . 

Общее решение соответствующего однородного уравнения 

( )
0 02 ( ) 0k k kT b T tμ′+ ⋅ =  равно 

20 0
( )( ) kb t

kkT t C e μ−= ⋅  при 
0

kC const= . Теперь общее 
решение неоднородного уравнения можно найти методом вариации 
произвольной постоянной ( )kC t const≠ ; из уравнения получим 

j 2( )2( ) ( ) kb t
k kC t b F t e μ′ = − ⋅ ⋅  или j 2( )2

0

( ) ( ) k

t
b

k k kC t C b F e dμ ττ τ= − ⋅ ⋅ ⋅∫  при kC const= . 

Поэтому общее решение неоднородного уравнения примет вид 
j2 2 2( ) ( ) ( ) ( )2

0

( ) ( ) ( )k k k

t
b t b t b t

k k k kT t C t e C e b F e dμ μ μ ττ τ− − −= ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅∫ . 
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Используя начальное условие i( ,0) ( )v x f x= , можно записать 

i2(0) 0k k kT C b f= − ⋅ = , где i i( ) i
0

, ( ) ( )
l

k kkf f X f X d constξ ξ ξ= = ⋅ =∫ , и 

получить искомое частное решение уравнения 

i j2 2( ) ( ) ( )2

0

( ) ( ) .k k

t
b t b t

k kkT t f e b F e dμ μ ττ τ− −= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅∫  

Теперь можно получить решение новой задачи для функции ( , )v x t  
и ввести для упрощения записей функцию Грина (источника): 

i( ) j( )2 2( ) ( ) ( )2

0

( , ) , , ( )k k

t
b t b t

k k k k
k

v x t f X e b F X e d X xμ μ τ τ− −⎧ ⎫
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∫  

i 2( )

0

( ) ( ) ( )k

l
b t

k k
k

f X d e X xμξ ξ ξ −⎧
= ⋅ ⋅ ⋅ −⎨

⎩
∑ ∫  

i ( ) }
i ( ) i ( )

2( ) ( )2

0

2

0 0 0

, ( ) ( )

( ) , ( , ) , ,

k

t
b t

k k

l t l

b F X d e d X x

f G x t d b d F G x t d

μ τξ τ ξ ξ τ

ξ ξ ξ τ ξ τ ξ τ ξ

−− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ − ⋅ ⋅ −

∫

∫ ∫ ∫
 

где функция Грина (источника) равна 

( ) 2( )

0

, ( ) ( )kb
kk

k

G x e X x Xμ θξ θ ξ
∞

−

=

= ⋅ ⋅∑   при ( ).t tθ τ= ∨ −  

Наконец, можно записать и окончательный вид искомой функции 
( , )u x t : получим 

( ) ( )
0

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (0) (0) ,
l

u x t v x t t x t t x t

f G x t d

ψ ϕ ψ ϕ

ξ ψ ξ ϕ ξ ξ

= + ⋅ + = ⋅ + +

+ − ⋅ + ⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦∫

( ) ( )2
2

0 0

1( , ) ( ) ( ) , .
t l

b d F G x t d
b

τ ξ τ ψ τ ξ ϕ τ ξ τ ξ⎡ ⎤′ ′− ⋅ − ⋅ + ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

Учитывая свойства функции Грина ( ), 0 ( )G x xξ δ ξ= − −  дельта-

функция Дирака и значения на границах ( )0, 0G ξ θ = ,  ( ), 0xG l ξ θ′ =  
при ( )t tθ τ= ∨ − , можно проверить, что полученное выражение для 
функции ( , )u x t  удовлетворяет всем заданным условиям и уравнению 
задачи. Размерности всех величин тоже совпадают. 
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ТЕМА 3. 

 Уравнения колебаний  
 

Решение одномерных задач гиперболического типа (уравнения 
волновое, колебаний струны, линии электропередачи без потерь и др.) 
методом разложения по собственным функциям. 
 

Основные вопросы. Постановка задачи для уравнения колебаний 
и ее решение методом разложения по собственным функциям (разделения 
переменных). Использование функции источника Грина. Физические 
задачи, приводящие к волновому уравнению. 
 

Литература: [1] – гл. 2, § 3 (1, 2, 4–6, 9).   [2] – гл. 10, § 1–5,  
гл. 11 § 1–3, гл. 12, § 2.  [5] – гл. 8, § 3 № 38, 42, 64, 67.  [6] – гл. 4, § 1–5. 

Задания: [7] – № 87, 88, 90, 92, 93, 95, 96. [8] – гл. 3. № 23, 33, 35, 45. 
 

№ 3.1 (А). Задача общего вида для неоднородного волнового 
уравнения с однородными граничными условиями. Определение 
функции Грина (источника). 

2 2

2 2 2

1 ( , ).

(0, ) ( , ) 0;
( ,0) ( ), ( ,0) ( ).

x

t

u u F x t
x a t

u t u l t
u x f x u x g x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

                
( , ).

0 , 0 .
u u x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

1) Граничные условия задачи однородны (здесь граничные условия 
смешанные – третьего рода). 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 
Искомую функцию двух переменных представим в виде ряда 

( , ) ( ) ( )k k
k

u x t T t X x= ⋅∑  произведений двух функций одного переменного 

каждая. Это разложение в гильбертовом пространстве по собственным 
функциям краевой задачи вида 

2 ( ) 0
(0) ( ) 0

X X x
X X l

μ′′⎧ + ⋅ =
⎨ ′= =⎩

     2 0λ μ= − < −собственные числа (значения). 
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Решение ее уже получено выше в задаче № 1.5 (А) (табл. 1), где 

найдены векторы ортонормированного базиса 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  и соб-

ственные значения ( )
2

2 2 1 0
2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞=− =− + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при 0k Z∈ . Здесь скалярное 

произведение ( )
0

, ( ) ( )
l

kk k kX X X x X x dx′′ = ⋅ =∫  
0

2 sin sin
l

k kx x dx
l

μ μ ′= ⋅ ⋅ ⋅ =∫ kkδ ′  и 

дисперсионное уравнение cos 0.klμ =  
Для сходимости ряда функции ( , )u x t  необходимо выполнение 

условия lim ( ) 0.kk
T t

→∞
=  

3) Вывод уравнения для функции времени ( ).kT t  
Подставим ряд функции ( , )u x t в уравнение задачи 

2 2
2

2 2 2 2

1 1
k k k k k k

k

u u T X T X X X
x a t a

μ∂ ∂ ⎧ ⎫′′ ′′ ′′⎡ ⎤− = ⋅ − ⋅ ⋅ = = − ⋅ =⎨ ⎬ ⎣ ⎦∂ ∂ ⎩ ⎭
∑  

{ }2
2

1 ( ) ( , ).k k k k
k

T a T X F x t
a

μ− ′′= ⋅ + ⋅ ⋅ =∑  

Перепишем далее равенство в виде  
{ }2 2( ) ( , ) ( ) ( )k k k k k k

k k

T a T X a F x t t X xμ γ′′+ ⋅ ⋅ = − ⋅ ≡ ⋅∑ ∑ , 

где коэффициент разложения правой части  

( )2 2

0

( ) , ( , ) ( ) .
l

k k kt a F X a F t X dγ ξ ξ ξ= − = − ⋅ ⋅∫  

Приравняв коэффициенты разложений с обеих сторон равенства, 
получим уравнение для функции от времени 

2( ) ( ).k k k kT a T tμ γ′′+ ⋅ =  
4) Решение уравнения для функции ( ).kT t  
Общее решение соответствующего однородного уравнения  

0
( ) cos sink k k k kT t C at C atμ μ= ⋅ + ⋅� , 

где ,k kC C const=�  – постоянные интегрирования. 
Частное решение нашего уравнения будем искать методом вариации 

произвольных постоянных 
( ) ( ) cos ( ) sink k k k kT t C t at C t atμ μ= ⋅ + ⋅�� , 
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где ( )kC t  и ( )kC t�  – искомые функции, для определения которых 
составим систему линейных уравнений 

( ) cos ( ) sin 0

( ) sin ( ) cos ( ) ( ).
k k k k

k k k k k k k

C t at C t at

C t at C t at t a t

μ μ

μ μ γ μ γ

⎧ ′ ′⋅ + ⋅ =⎪
⎨

′ ′⋅ − ⋅ = − ≡⎪⎩

�

� �
 

Определитель этой системы (здесь он является и вронскианом) равен  
cos
sin

k

k

at
at

μ
μ

Δ =    
sin

1 0.
cos

k

k

at
at

μ
μ

= − ≠
−

 

Использовав метод Крамера, найдем решение системы уравнений 
01( )k

k

C t
γ

′ = ⋅
Δ �

sin sinsin ( )
cos

k k
k k k

k k

a t atat t
a t a

μ μγ μ γ
μ μ

= + ⋅ = − ⋅
−

� , 

cos1( )
sin

k
k

k

at
C t

at
μ
μ

′ = ⋅
Δ

� 0 coscos ( ) k
k k k

k k

atat t
a
μγ μ γ

γ μ
= − ⋅ = + ⋅�

�
. 

Интегралы от этих коэффициентов равны 

0

0

sin( ) ( ) ,

cos( ) ( ) ;

t
k

k k k
k

t
k

k k k
k

aC t C d
a

aC t C d
a

μ τγ τ τ
μ

μ τγ τ τ
μ

= − ⋅ ⋅

= + ⋅ ⋅

∫

∫� �
  

, .k kC C const=�
 

Поэтому общее  решение неоднородного уравнения для функции 
( )kT t  можно представить  

0

0

sin ( )( ) ( ) ( ) cos sin ( ) ,
t

k
k k k k k k k k

k

a tT t T t T t C at C at d
a

μ τμ μ γ τ τ
μ

−
= + = + + ∫��  

тогда решение рассматриваемой задачи можно записать в виде 

0

( , ) ( ) ( )

sin ( )cos sin ( ) ( ).

k k
k

t
k

k k k k k k
k k

u x t T t X x

a tC at C at d X x
a

μ τμ μ γ τ τ
μ

= ⋅ =

⎧ ⎫−
= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭

∑

∑ ∫�
 

5) Определение произвольных постоянных kC  и kC�  из начальных 
условий задачи. 

{ }( ,0) (0) ( ) 0 ( ) ( )k k k k
k k

u x T X x C X x f x= ⋅ = + ⋅ = ⇒∑ ∑  

( )
0

(0) , ( ) ( ) ;
l

k k k kC T f X f X dξ ξ ξ⇒ = = = ⋅∫  
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{ }( , 0) (0) ( ) 0 ( ) ( )t k k k k k
k k

u x T X x C a X x g xμ′ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⇒∑ ∑ �  

0

(0) ( , ) ( ) ( ) .
l

k k k k kC a T g X g X dμ ξ ξ ξ′⇒ ⋅ = = = ⋅∫�  

В последнем случае использовано очевидное равенство 

0

0 0

0

sin ( )( )

sin ( )( ) cos ( ) ( ) 0 0.

t
k

k
k

t
k

k k k
k t

t

a td d
dt a

a t ta t d t
a

μ τγ τ τ
μ

μγ τ μ τ τ γ
μ =

=

−
⋅ ⋅ =

⎡ ⎤−
= ⋅ − ⋅ + ⋅ − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫

∫
 

6) Окончательный вид решения задачи и ее функция Грина 
(источника). 

0

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos

sin sin ( )( ) ( ) ( ) ( )

l

k k k k
k k

l t
k k

k k k
k k

u x t T t X x f X d at

at a tg X d d X x
a a

ξ ξ ξ μ

μ μ τξ ξ ξ γ τ τ
μ μ

⎧
= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ +⎨

⎩
⎫−

+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =⎬
⎭

∑ ∑ ∫

∫ ∫
 

 

0

2

0 0

sin ( ) ( ) ( )

sin ( ) ( , ) ( ) ( )

l
k

k k
k k

t l
k

k k
k k

at g X d X x
a

a ta F X d d X x
a

μ ξ ξ ξ
μ

μ τ ξ τ ξ ξ τ
μ

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

⎛ ⎞−
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∫

∑∫ ∫
 

0

sin( ) ( ) ( )
l

k
k k

k k

atf X X x d
t a

μξ ξ ξ
μ

⎛ ⎞∂
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑∫  

0

sin( ) ( ) ( )
l

k
k k

k k

atg X X x d
a
μξ ξ ξ
μ

⎛ ⎞
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  

( ) ( )

2

0 0

0 0

sin ( )( , ) ( ) ( )

( ) , ( ) ,

t l
k

k k
k k

l l

a ta d F X X x d
a

f G x t d g G x t d
t

μ ττ ξ τ ξ ξ
μ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

⎛ ⎞−
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∂

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −
∂

∑∫ ∫

∫ ∫

 

( )2

0 0

( , ) , ,
t l

a d F G x t dτ ξ τ ξ τ ξ− ⋅ ⋅ − ⋅∫ ∫
 

0

sin ( ) ( ) ( )
l

k
k k

k k

at f X d X x
t a

μ ξ ξ ξ
μ

⎛ ⎞∂
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
∑ ∫
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где функция Грина (источника) нашей задачи гиперболического типа 
равна 

( )
0

sin, ( ) ( ),k
k k

k k

atG x t X x X
a
μξ ξ
μ

∞

=

= ⋅ ⋅∑            (2 1) 0
2k k
l
πμ = + > . 

Очевидно, функции Грина для уравнений параболического и 
гиперболического типа отличаются только ядром; однако свойства этих 
функций источника отличаются значительно: ( ) ( ), , ,G x t G x tξ ξ=  

( ), 0 0,G x ξ =    ( ), 0 ( ),tG x xξ δ ξ′ = −    ( ), 0 0ttG x ξ′′ =    и др. 
7) Проверка по всем условиям задачи и по размерностям. 

(0, ) 0 (0) 0;ku t X= =∵        ( , ) 0 ( ) 0.x ku l t X l′ ′= =∵  

( ) ( )
0 0

( ,0) ( ) , 0 ( ) , 0
l l

tu x f G x d g G x dξ ξ ξ ξ ξ ξ′= ⋅ + ⋅ −∫ ∫  

( )
0

2

0 0 0

( , ) , 0 ( ) ( ) 0 0 ( ).
l l

a d F G x d f x d f xτ ξ τ ξ τ ξ ξ δ ξ ξ− ⋅ ⋅ − = ⋅ − + − =∫ ∫ ∫  

( ) ( )
0 0

( ,0) ( ) , 0 ( ) , 0
l l

t tt tu x f G x g G x dξ ξ ξ ξ ξ′ ′′ ′= ⋅ + ⋅ −∫ ∫  

( ) ( )2

0 0 0 0

( , ) , ( , ) , 0
t l l

t

t

a d F G x t d F t G x t dτ ξ τ ξ τ ξ ξ ξ τ ξ
=

⎡ ⎤
′− ⋅ ⋅ − + ⋅ − − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

0

0 ( ) ( ) 0 ( ).
l

g x d g xξ δ ξ ξ= + ⋅ − − =∫  

2 2

2 2 2 2 2
0 0

1 1 1( ) ( )
l l

xx tt xx tt
u u f G G d g G G d

x a t t a a
ξ ξ ξ ξ∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′− = ⋅ − + ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  

( )2

0 0

( , ) ,
t l

xxa d F G x t dτ ξ τ ξ τ ξ
⎡

′′− ⋅ ⋅ − −⎢
⎣
∫ ∫  

( )
2

2 2
0 0

1 ( , ) ,
t l

d F G x t d
a t

τ ξ τ ξ τ ξ
⎤∂

− ⋅ − =⎥∂ ⎦
∫ ∫

( )2
2

0 0

10 0 ... ( , ) ,
t l

ta d F G x t d
a t

τ ξ τ ξ τ ξ
⎡ ⎛∂ ′= + − ⋅ − ⋅ − +⎢ ⎜∂⎢ ⎝⎣

∫ ∫  

( ) ( )2

0 0 0

( , ) , 0 ( , ) ,
l t l

xxF G x t t d a d F G x t dξ τ ξ ξ τ ξ τ ξ τ ξ
⎤⎞ ⎡

′′+ − − = − ⋅ − −⎥⎟ ⎢
⎥⎠ ⎣⎦

∫ ∫ ∫  
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( )2
0 0

1 ( , ) , 0
t l

td F G x t d
a t

τ ξ τ ξ τ ξ
⎤⎛ ⎞∂ ′− ⋅ − + =⎥⎜ ⎟∂ ⎥⎝ ⎠⎦

∫ ∫  

( )2

0 0

( , ) ,
t l

xxa d F G x t dτ ξ τ ξ τ ξ
⎡

′′= − ⋅ ⋅ − −⎢
⎣
∫ ∫  

( )2
0 0

1 ( , ) ,
t l

ttd F G x t d
a

τ ξ τ ξ τ ξ
⎛

′′− ⋅ − +⎜
⎝
∫ ∫  

( )
0

( , ) , 0
l

tF G x t dξ τ ξ τ ξ
⎤⎞

′+ ⋅ − − =⎥⎟
⎥⎠⎦

∫  

( ) ( )2
2

0 0

1( , ) , ,
t l

xx tta d F G x t d G x t d
a

τ ξ τ ξ τ ξ ξ τ ξ⎛ ⎞′′ ′′= − ⋅ ⋅ − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

2

0

( , ) ( ) 0 ( , ) ( , ).
l

F t x d a F x t F x tξ δ ξ ξ+ ⋅ − = − ⋅ + =∫  

Здесь использованы некоторые свойства функции Грина и ее связи 
с δ -функцией Дирака 

( ), 0 0,G x ξ =        ( ), 0 ( )tG x xξ δ ξ′ = − ; 

( ) ( )

[

2

2 2

2

2 2

sin1, , ( ) ( )

sin1 1( ) ( ) sin ( ) ( )

k
xx tt k k

k k

k
k k k k k

k kk k

atG x t G x t X x X
a x a

at X x X at X x X
a t a a

μξ ξ τ ξ
μ

μ ξ μ ξ
μ μ

∂′′ ′′− − = ⋅ ⋅ −
∂

∂ ′′− ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −
∂

∑

∑ ∑

( ) 2
2

1 1sin ( ) ( ) sin ( ) ( )k k k k k k k
k k

at X x X at X x X
a a

μ ξ μ μ ξ
μ

⎤′′ ⎡− ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ −⎣⎥⎦
∑

( )2 2
2

1 sin ( ) ( ) 0.k k k ka at X x X
a

μ μ ξ ⎤− − ⋅ ⋅ ⋅ ≡⎥⎦
 

В условиях задачи очевидны размерности 

( ), ,u x t W=⎡ ⎤⎣ ⎦    [ ] [ ] ,x Lξ= =    [ ] [ ] ,t Tτ= =    1[ ] ,k L
μ =  

2[ ] ,F W L=    [ ] ,f W=    [ ] / ,g W T=    [ ] 1 .kX L=  

Поэтому [ ] ,La
T

= [ ] [ ] 1,k kxμ μ ξ= = [ ] 1,k atμ =    
1 1[ ] .
k

G T L
a Lμ

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦
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Тогда все размерности в ответе совпадают:  
2

0 0 0 0

[ ]
l l t l

u f Gd g Gd a d FGd
t

ξ ξ τ ξ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫  

2

2 2

1 .T W T L W TW L L T L W
T L T L T L L

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⇒  

8) Решение волнового уравнения с затуханием. 
Распространение напряжения ( ),u x t  или силы тока ( ),i x t  вдоль 

длинной двухпроводной линии электропередачи описывается телеграф-
ным уравнением 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 , , ,u u uLC CR GL RG u x t F x t
x t t
∂ ∂ ∂

− − + − ⋅ =
∂ ∂ ∂

 

где постоянные коэффициенты , ,R L C  и G  – соответственно, погонные 
значения сопротивления, индуктивности, емкости и утечки (на единицу 
длины линии), а ( ),F x t  – характеризует заданные источники. Наличие 
в уравнении колебаний первой производной по времени, когда величины 
R  и 0G ≠ , физически означает процесс с потерями и затухание волн. 
Замена в уравнении искомой функции ( ) ( ), , tu x t v x t eα= ⋅  при constα =  
с последующим сокращением экспоненты дает 

( ) ( )( ) ( )

( )

2 2
2

2 2 2 ,

, .t

v v vLC RC LG LC LC RC LG RG v x t
x t t

F x t e α

α α α

−

∂ ∂ ∂
− − + + − + + + ⋅ =

∂ ∂ ∂
= ⋅

 

Приравняв здесь нулю коэффициенты при первой производной по 

времени, получим  
1 0
2

R G
L C

α ⎛ ⎞= − + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

; при таком значении α  уравнение 

значительно упрощается 

( ) ( )
2 2

2
2 2 , , ,tv vLC v x t F x t e

x t
αχ −∂ ∂

− − ⋅ = ⋅
∂ ∂

 

где / 2 0RC LG LCχ = − >  – диссипативный коэффициент, а 21 0LC a= >  
(а – скорость распространения волн вдоль линии электропередачи). 

При нашей замене ( ) ( ), , tu x t v x t eα= ⋅  приходится менять и 
условия задачи. Очевидно, при этом не изменяются оба граничных 
условия любого рода и начальное положение  ( ) ( ),0 ,0 ( )u x v x f x= = , 
но второе начальное условие (начальная скорость) примет вид 
( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0t tu x v x v xα′ ′= + ⋅ =  ( )g x= . 
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№ 3.2 (А). Подробное решение задачи гиперболического типа 
(волновое уравнение, колебания и др.) методом разделения переменных 
(разложения по собственным функциям) и с использованием функции 
Грина (источника). 

2 2

2 2 2

1 .

(0, ) 0, ( , ) ;
( ,0) ( ,0) 0.t

u u A
x a t

u t u l t Bt
u x u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

                   
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

A B a l const

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
 

Граничные условия задачи первого рода (типа Дирихле). 
Эти условия можно привести к однородным заменой искомой функции 

( , )u x t =  ( , ) ( ) ( );v x t t x tα β= + ⋅ +  подстановка в граничные и начальные 
условия дает 

(0, ) (0, ) ( ) 0 (0, ) 0u t v t t v tβ= + = ⇒ =         при   ( ) 0tβ = ; 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0u l t v l t t l Bt v l tα= + = ⇒ =            при   ( ) .t Bt lα =  

( ,0) ( ,0) 0,u x v x= =        ( ,0) ( ,0) ( ,0)t t t
x xu x v x B t v x B
l l

′ ′ ′= + ⇒ = − . 

Таким образом, ( , ) ( , ) xu x t v x t B t
l

= + , и для новой функции ( , )v x t  

получим задачу с однородными граничными условиями 
2 2

2 2 2

1 .

(0, ) ( , ) 0;

( ,0) 0, ( ,0) .t

v v A
x a t

v t v l t
xv x v x B
l

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪
′⎪ = = −

⎪⎩

               
( , )

0 , 0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи.  

Частное решение будем искать в виде ряда ( , ) ( ) ( )k k
k

v x t T t X x= ⋅∑ , 

где собственная функция ( )kX x  находится из краевой задачи 
2 ( ) 0X X xμ′′ + ⋅ = ;    (0) ( ) 0;X X l= =     2 0.λ μ= − <  

Воспользовавшись данными табл. 1, найдем 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  – 

собственные функции и 
2

2 0k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − =− <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k N∈  – собственные 
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значения. Множество функций ( )kX x  составляет ортонормированный 
базис в гильбертовом пространстве ( )2 0, 1L l  со скалярным произведением  

( )
0 0

2, ( ) ( ) sin sin
l l

k k k k k k kkX X X x X x dx x x dx
l

μ μ δ′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =∫ ∫ , 

где kkδ ′  – символ Кронекера. Для сходимости ряда по собственным 
функциям необходимо выполнение условия  lim ( ) 0.kk

T t
→∞

=  

3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kT t . 
Ряд для функции ( , )v x t  подставим в уравнение задачи 

{ }

2 2
2

2 2 2 2

2
2

1 1

1 ( )

k k k k k
k

k k k k
k

v v T X T X
x a t a

T a T X A
a

μ

μ

∂ ∂ ⎧ ⎫′′− = − ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬
∂ ∂ ⎩ ⎭

′′= − ⋅ + ⋅ =

∑

∑
 

или   { }2 2( ) ( ) ( )k k k k k k
k k

T a T X a A t X xμ γ′′+ ⋅ = − = ⋅∑ ∑ ,  

где ( ) ( )
2

2 2

0

2( ) , sin 1 ( 1) .
l

k
k k

k

a At a A X a A x dx const
l

γ μ
μ

= − = − ⋅ ⋅ = − − − =∫  

Приравняв коэффициенты разложений (координаты), найдем  

( )
2

2( ) ( ) 1 ( 1) .k
k k k k

k

a AT a T t constμ γ
μ

′′+ ⋅ = = − − − =  

4) Решение неоднородного линейного дифференциального уравне-
ния для функции ( )kT t . 

Решение соответствующего однородного линейного уравнения 
с постоянными коэффициентами очевидно есть 

0
( ) cos sin ,k k k k kT t C at C atμ μ= ⋅ + ⋅�  где kC  и kC const=� . Легко находится и 

частное решение, соответствующее заданной постоянной неоднородности  

( )2 3( ) 1 ( 1) .
( )

kk
k

k k

AT t const
a
γ
μ μ

= = − − − =�  

Поэтому общее решение линейного неоднородного уравнения 
равно  

0

2( ) ( ) ( ) cos sin
( )

k
k k k k k k k

k

T t T t T t C at C at
a
γμ μ
μ

= + = ⋅ + ⋅ +�� ; 

здесь k kaμ ω=  имеет физический смысл частоты колебаний. 
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5) Определение постоянных kC  и kC�  из начальных условий задачи. 
Запишем общий вид решения задачи 

2( , ) ( ) ( ) cos sin ( )
( )

k
k k k k k k k

k k k

v x t T t X x C at C at X x
a
γμ μ
μ

⎧ ⎫
= ⋅ = ⋅ + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑ �   

и наложим начальные условия, тогда 

2 2( ,0) ( ) 0 ;
( ) ( )

k k
k k k

k k k

v x C X x C
a a
γ γ
μ μ

⎧ ⎫
= + ⋅ = ⇒ = −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

( ,0) ( ) , ( )t k k k k k k
k

x xv x C a X x B C a B X x
l l

μ μ ⎛ ⎞′ = ⋅ ⋅ = − ⇒ ⋅ = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ � �  

0
0 0

2 2sin cos cos
l l

l
k k k

k

B Bx x dx x x x dx
l l l l

μ μ μ
μ

⎧ ⎫
= − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ ∫  

0
sin2 2cos ( 1) ,l kk

k
k k k

xB Bl l
l l l

μμ
μ μ μ

⎧ ⎫
= ⋅ ⋅ − = ⋅ −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

откуда  2

2 ( 1)k
k

k

BC
a lμ

= ⋅ −� . 

Так как все величины kC , kC�  и kγ  обращаются в нуль при k →∞ , 
то, очевидно, выполняется необходимое условие сходимости разложения 
для функции ( , )v x t . 

6) Окончательный вид решения и его упрощение. 
Подставим значения постоянных kC  и kC�  в ряд для функции 

( , )v x t  и получим 

2 2 2
1

( 1) 2( , ) cos sin ( )
( ) ( )

k
k k

k k k
k k k k

Bv x t at at X x
a a l a
γ γμ μ
μ μ μ

∞

=

⎧ ⎫− ⋅⎪ ⎪= − + + =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

( )2 3
1 1

2 ( 1) 1 ( 1)sin sin 1 cos sin ,
k k

k k k k
k kk k

B at x A at x
l a

μ μ μ μ
μ μ

∞ ∞

= =

⎧ ⎫− − −
= ⋅ − − ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑  

здесь использовано значение  ( )
2 2 1 ( 1) .k

k
k

a A
l

γ
μ

= − − −
 

Для получения окончательного вида решения вернемся к искомой 

функции ( , ) ( , ) xu x t v x t B t
l

= +  и упростим последнюю сумму заменой 

индекса 2 1k n= +  (тогда (2 1)k nk n
l l
π πμ μ= ⇒ = + ) 
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( )

2
1

3
0

2 ( 1)( , ) sin sin

4 1 1 cos sin .

k

k k
k k

n n
n n

xu x t B t x at
l al a

A at x
l

μ μ
μ

μ μ
μ

∞

=

∞

=

⎧ ⎫−
= ⋅ + ⋅ ⋅ −⎨ ⎬

⎩ ⎭

− ⋅ − ⋅

∑

∑
 

Если еще воспользоваться известной формулой суммы ряда 
2

3
0

1 1sin 1
8n

n n

xx xl
l

μ
μ

∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑           при  0 x l< <         (*) 

(см. Приложение № 1, формула № 21), то последнее выражение для 
решения значительно упрощается 

2
1

2 ( 1)( , ) sin sin
k

k k
k k

xu x t B t x at
l al

μ μ
μ

∞

=

⎧ ⎫−
= ⋅ + ⋅ ⋅ −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

( ) 3
0

1 4 1 sin cos
2 n n

n n

A x l x x at
l

μ μ
μ

∞

=

⎧ ⎫
− ⋅ − − ⋅ ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ . 

Полученные ряды сходятся правильно (абсолютно и равномерно) 

не медленнее, чем 2

1( )O
k

 при ,k n →∞  и 0 x l≤ ≤ ,  0 t≤ < ∞ . 

7) После приведения граничных условий к однородным для решения 
задачи можно использовать и общую формулу, выражающуюся через 
функцию Грина. Очевидно, в нашем случае эта функция равна 

1

sin( , | ) ( ) ( )k
k k

n k

atG x t X x X
a
μξ ξ
μ

∞

=

= ⋅ ⋅∑ , 

где собственные функции 
2( ) sink kX x x
l

μ=  и 0k
k
l
πμ = > . Тогда 

искомое решение  

0 0

2

0 0

( , ) ( ) ( , | ) ( ) ( , | )

( , ) ( , | ) ;

l l

t l

u x t f G x t d g G x t d
t

a d F G x t d

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

τ ξ τ ξ τ ξ

∂
= + −
∂

− −

∫ ∫

∫ ∫
 

здесь по условиям нашей задачи ( ) ( ,0) 0f vξ ξ= = , 

( ) ( ,0)t
Bg v
l
ξξ ξ′= = −  и ( , )F Aξ τ = . 
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Определение функции  ( , )v x t  теперь сводится к квадратурам 

0

sin( ) ( ) ( , | ) ( ) ( ) ( )
l l

k
g k k

k ko

at BI B g G x t d X x X d
l

μ ξξ ξ ξ ξ ξ
μ

= ⋅ = ⋅ − ⋅ =∑∫ ∫

2
0

sin2 2 ( 1)sin sin cos sin .
l k

k
k k k k

k kk k

atB Bx d x at
l a al

μ μ μ ξ ξ ξ μ μ
μ μ

−
= − ⋅ ⋅ = ⋅∑ ∑∫  

Здесь для вычисления интеграла проделано 

( 0
0 0 0

cos 1sin cos cos
l l l

lk
k k k

k k

d d dμ ξξ μ ξ ξ ξ ξ μ ξ μ ξ ξ
μ μ

⎞−
= = − =⎟− ⎠

∫ ∫ ∫  

1
0

1 1cos sin ( 1)l k
k

k k k

ll kπ μ ξ
μ μ μ

+⎛ ⎞−
= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

0 0

0 0

( ) ( , ) ( , | )

sin ( ) ( )

t l

F

t l

k k k
k k

I A d F t G x t d

dX A a t X d
a

τ ξ ξ ξ ξ

τμ τ ξ ξ
μ

= − =

= − ⋅ =

∫ ∫

∑ ∫ ∫
 

2
0 0

2 3

cos ( ) cos2 sin
( )

2 1 (1 ( 1) ) sin (1 cos ).

t l

k k
k

k k k

k
k k

k k

a tA x
l a

A x at
a l

μ τ μ ξμ
μ μ

μ μ
μ

−
= ⋅ =

= − − −

∑

∑
 

Возвращаясь к исходной функции ( , )u x t , сделав в интеграле ( )FI A  

замену (2 1) 0k n
k n
l l
π πμ μ= ⇒ = + >  и использовав значение ряда (*), 

снова получим решение задачи в виде 
2( , ) ( , ) ( ) ( )g F

x xu x t v x t B t B t I A a I B
l l

= + = + − =  

( )

2
1

3
0

2 ( 1) sin sin

1 4 1 sin cos ,
2

k

k k
k k

n n
n n

xB t x at
l al

A x l x x at
l

μ μ
μ

μ μ
μ

∞

=

∞

=

⎫−⎧= + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎫⎧− − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

∑
 

где  0k
k
l
πμ = >   и  (2 1) 0n n

l
πμ = + > . 
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8) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 
(0, ) 0 0 0;u t sin= =∵ .            ( , ) 0k nu l t Bt sin l sin lμ μ= = =∵ . 

3

3 3
0

1 4 1( ,0) 0 (1 ) sin (2 1) 0
2 (2 1)n

x l xu x B A l x n
l l n l

π
π

∞

=

⎧ ⎫= ⋅ − ⋅ − − + =⎨ ⎬
+⎩ ⎭

∑  

(см. выше ряд (*) ). 

2
1

1

2 ( 1)( ,0) sin 0

2 ( 1) 2sin 0
2

k

t k k
k k

k

k

xu x B a x A
l al

B l kx B l xx x
l k l l l

μ μ
μ

π π
π π

∞

=

∞

=

⎫−⎧′ = + − ⋅ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫− ⎧ ⎫⎛ ⎞= + ⋅ = + ⋅ − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭⎩ ⎭

∑

∑ ∵
 

1

1

( 1) sin
2

k

k

kx x
k l l

π π+∞

=

−
=∑∵    при   0 x l≤ <  (см. Приложение 1, формула 3). 

Совпадение размерностей очевидно, так как 

[ ( , )] ,u x t W=        2[ ] WA
L

= ,     [ ] WB
T

= ,     [ ] La
T

= . 

2 2 3
2

1 1[ ] 1W T Wu T L L L W
T L L L L
⎧ ⎫ ⎧ ⎫= ⋅ + + + ⇒⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. 

 
№ 3.3 (B). Подробное решение неоднородного волнового уравнения 

со всеми однородными условиями  
2 2

2 2 2

1 .

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) ( ,0) 0.
x

t

u u Axt
x a t

u t u l t
u x u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , ).u u x t=  

0 x l≤ ≤ ,    0 .t≤ < ∞  
, , 0.A a l const= >  

 

1) Граничные условия задачи смешанного типа; они однородны по 
условию. 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи.  
Решение ищем в виде ряда – разложения по собственным 

функциям ( , ) ( ) ( )k k
k

u x t T t X x=∑ , где собственные функции ( )kX x  

находятся из краевой задачи 
2 ( ) 0k k kX X xμ′′ + = ;   (0) ( ) 0.k kX X l′ = =    2 0.λ μ= − <  
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Из табл. 1 находим 
2( )k kX x cos x
l

μ=  – собственные функции 

и 
2

2 (2 1) 0
2k k k

l
πλ μ

⎛ ⎞
= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 при 0k Z∈  – собственные значения, 

которые являются корнями дисперсионного уравнения cos 0klμ =  и 
составляют дискретный спектр задачи. Множество собственных функций 
задает ортонормированный базис в гильбертовом пространстве 2 (0, |1)L l  
со скалярным произведением  

0 0

2( , ) ( ) ( ) cos cos .
l l

k k k k k k k kX X X x X x dx x x dx
l

μ μ δ′ ′ ′ ′= = ⋅ ⋅ =∫ ∫  

Для сходимости ряда для функции ( , )u x t  необходимо выполнение 
условия lim ( ) 0.kk

T t
→∞

=  

3) Вывод дифференциального уравнения для ( )kT t . 
Разложение искомой функции  ( , )u x t  подставим в уравнение задачи 

                           

{ }

2 2
2

2 2 2 2

2
2

1 1

1 ( )

k k k k k
k

k k k k
k

u u T X T X
x a t a

T a T X Axt
a

μ

μ

∂ ∂ ⎧ ⎫′′− = − − =⎨ ⎬
∂ ∂ ⎩ ⎭

′′= − + =

∑

∑
 

или     { }2 2( ) ( ) ( )k k k k k k
k k

T a T X Aa xt t X xμ γ′′+ = − =∑ ∑ , 

где   2 2

0

2( ) ( , ) cos
l

k k kt Aa xt X Aa t x x dx
l

γ μ= − = − =∫  

2

0
0

2 sin | sin
l

l
k k

k

Aa t x x xdx
l

μ μ
μ

⎧ ⎫
= − − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫  

{ }
2 2

0 2

2 1 2sin cos | 1 ( 1)l k
k k k

k k k

Aa t Aa tl l x l
l l

μ μ μ
μ μ μ

⎧ ⎫
= − − = + − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

Приравняв коэффициенты разложений, получим 

{ }
2

2
2

2( ) ( ) ( ) 1 ( 1)k
k k k k k k

k

Aa tT a T t t l A t
l

μ γ μ
μ

′′+ = = + − − ≡ ;    kA const= . 

4) Решение неоднородного линейного дифференциального уравне-
ния для функции ( )kT t . 
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Решение соответствующего однородного линейного уравнения 

очевидно ( ) cos sin
o

k k k k kT t C at C atμ μ= = � , где ,k kC C const=� . 
Частное решение неоднородного линейного уравнения с постоян-

ными коэффициентами и с линейной правой частью будем искать в виде 
двучлена ( ) ,kT t tα β= +�  где α  и β  – определяемые постоянные; тогда  

2 2

2

( ) ( ) 0 ( ) ( )

0, .
( )

k k k k k

k

k

T a T t a t A t
A const
a

μ μ α β

β α
μ

′′+ = + ⋅ + = ⇒

⇒ = = =

� �

 

Поэтому общее решение линейного неоднородного уравнения для 
функции ( )kT t  примет вид 

2( ) ( ) ( ) cos sin
( )

o
k

kk k k k k k
k

A tT t T t T t C at C at
a

μ μ
μ

= + = + +�� . 

5) Определение постоянных kC  и kC�  из однородных начальных 
условий задачи. 

Накладывая на разложение в ряд функции ( , )u x t  условия 
( ,0) ( ,0) 0tu x u x′= = , легко получим (0) (0) 0k kT T ′= = . Поэтому 

(0) 0k kT C= =  и 2(0) 0
( )

k
k k k

k

AT C a
a

μ
μ

′ = + =�  или 3 .
( )

k
k

k

AC
aμ

= −�  

Теперь зависимость от времени примет вид  

3 5

2( ) ( sin ) (1 ( 1) ) ( sin )
( )

kk
k k k k k k

k k

A AT t at at l at at
a a l

μ μ μ μ μ
μ μ

= − = − − − , 

где выполняется условие  lim ( ) 0kk
T t

→∞
= . 

6) Окончательный вид решения задачи  

5
0

cos2( , ) (1 ( 1) ) ( sin )k k
k k k

k k

xAu x t l t t
a l

μμ ω ω
μ

∞

=

= − − ⋅ −∑ , 

где k k aω μ=  – собственные частоты колебаний (они составляют дискрет-

ный спектр) и (2 1) 0
2k k
l
πμ = + > . Полученный ряд сходится правильно 

(абсолютно и равномерно) при всех 0 x l≤ ≤  и 0 t≤ < ∞ ; причем не 

медленнее, чем 3

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k →∞ . 
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Такой же ответ легко получить, если решать задачу по общей фор-
муле для уравнений гиперболического типа, используя функцию Грина 

0

sin2( , | ) cos cosk
k k

k k

atG x t x
l a

μξ μ μ ξ
μ

∞

=

= ∑ . 

7) Проверка решения по всем условиям задачи и размерностям. 
0(0, ) 0 (cos ) | sin 0 0x k x x ku t xμ μ=′ ′= = =∵ ;   ( , ) 0 cos 0ku l t lμ= =∵ . 

( ,0) 0u x = ;   0( ,0) 0 ( sin ) | 0t k k t tu x t tω ω =′ ′= − =∵ . 

2

0 0

( , ) 0 ( ) ( , | )
t l

u x t a d A G x t dτ ξτ ξ τ ξ= − − ⇒∫ ∫  

2 2

2 2 2

2

0 0 0 0

1

( , | ) ( , | )
t l t l

xx t

u u
x a t

a d A G x t d d A G x t d
t

τ ξτ ξ τ ξ τ ξτ ξ τ ξ

∂ ∂
⇒ − =

∂ ∂
⎡∂′′ ′= − ⋅ − + ⋅ − +⎢∂ ⎣

∫ ∫ ∫ ∫

] 2

0 0 0

( , | ) ( , | )
l t l

xxA t G x t t d a d A G x t dξ ξ ξ τ ξτ ξ τ ξ′′+ ⋅ − = − ⋅ − +∫ ∫ ∫  

0 0 0

( , | ) ( , | )
t l l

t t td A G x t d At G x t dτ ξτ ξ τ ξ ξ ξ τ ξ′′ ′+ ⋅ − + − =∫ ∫ ∫  

2
2

0 0 0

1 ( ) ( )
t l l

xx t t k k
k

a d A G G d At X x X d
a

τ ξτ ξ ξ ξ ξ⎛ ⎞⎛ ⎞′′ ′′= − ⋅ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑∫ ∫ ∫

0

0 ( )
l

At x d A xtδ ξ ξ ξ= + − =∫ . 

В условиях задачи приняты размерности [ ( , )] ,u x t W=    3[ ] WA
L T

= , 

1[ ]k L
μ = ,  [ ] La

T
= ,  [ ] [ ] [ ] 1k k kl x tμ μ ω= = = . 

Тогда  
5

5
23

[ ][ ] A W Lu L WL LL TL
T T

= = ⇒ . 

 
№ 3.4 (В). Решение однородного волнового уравнения с неста-

ционарной неоднородностью в граничных условиях типа Неймана. 
Получение функции Грина (источника) задачи. 
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2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) 0, ( , ) .
( ,0) ( ,0) 0.
x x

t

u u
x a t

u t u l t At
u x u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , )u u x t= . 

0 x l≤ ≤ ,    0 .t≤ < ∞  
, , 0A a l const= > . 

1) Приведение граничных условий к однородным выполним, если 
перейдем к новой искомой функции 2( , ) ( , ) ( ) ( )u x t v x t t x t xα β= + + . 

(0, ) (0, ) ( ) 0 ( ) 0 (0, ) 0x x xu t v t t t v tα β′ ′ ′= + ⋅ + = ⇒ =    при  ( ) 0tβ = . 

( , ) ( , ) ( ) 2 0 0 ( , ) 0x x xu l t v l t t l v l tα′ ′ ′= + ⋅ + = ⇒ =    при  ( )
2
Att

l
α = . 

Таким образом получим 2( , ) ( , )
2
Au x t v x t t x
l

= + , и новые начальные 

условия будут ( ,0) ( ,0) 0u x v x= =  и  

2( ,0) ( ,0) 0
2t t
Au x v x x
l

′ ′= + = 2( ,0)
2t
Av x x
l

′⇒ = − . 

2 2

2 2 2

2

1 .

(0, ) ( , ) 0.

( ,0) 0, ( ,0) .
2

x x

t

v v A t
x a t l

v t v l t
Av x v x x
l

⎧ ∂ ∂
− = −⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪
′⎪ = = −

⎪⎩

 

 
 

( , )v v x t= . 
0 x l≤ ≤ ,     0 t≤ < ∞  
 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 
Решение задачи ищем в виде ряда 

0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
k k

v x t T t X x T t X x T t X x
∞ ∞

= =

= = +∑ ∑ , 

где 0
1( )X x const
l

= =  и 
2( ) cosk kX x x
l

μ=  – собственные функции и 

0 0 0λ μ= = , 
2

2 0k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k N∈  – собственные значения. 

Очевидно, эти выражения при 0k =  и 1k ≥  ( 1,2,3...)k =  оказываются 
различными (см. табл. 1). Однако ортогональность сохраняется при всех 

0,1,2,3,...k = ; сохраняется и требование lim ( ) 0kk
T t

→∞
=  для сходимости ряда. 
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3) Вывод дифференциальных уравнений для функций 0 ( )T t  и ( )kT t . 
2 2

2
0 02 2 2 2 2

1

1 1 10 { }k k k k k
k

v v T X T X T X
x a t a a

μ
∞

=

∂ ∂ ′′ ′′− = − + − ⋅ − =
∂ ∂ ∑  

( )2
0 02

1

1 ( )k k k k
k

tT X T a T X A
a l

μ
∞

=

⎧ ⎫′′ ′′= − + + = −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  

или   ( )
2

2
0 0

1
( )k k k k

k

AaT X T a T X t
l

μ
∞

=

′′ ′′+ + =∑ . 

Умножим скалярно это равенство сначала на орт 0( )X x , затем на 
( )kX x  при k N∈  и получим два различных дифференциальных уравнения 

2 2 2

0 0
0

,
lAa Aa dx AaT t X t t

l l l l
⎛ ⎞′′ = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ; 

2 2
2

0

2( ) ( ) , cos 0
l

k k k k k
Aa AaT a T t t X t x dx

l l l
μ μ

⎛ ⎞′′ + = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ . 

Или в окончательном виде 
2

0 ( ) AaT t t
l

′′ =  и 2( ) ( ) 0k k kT a T tμ′′ + =  при k N∈ . 

4) Решения дифференциальных уравнений для функций 0 ( )T t  
и ( )kT t  очевидны 

2
3

0 0 0( )
6
AaT t t C t C

l
= + + � ,   ( ) sin cosk k k k kT t C at C atμ μ= + �    ( )k∈` ; 

здесь 0 0, , kC C C�  и kC�  – определяемые постоянные интегрирования. 
Тогда разложение функции ( , )v x t  примет вид  

2
3

0 0 0 0 0
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6k k

k

Aav x t T t X x T t X x t C t C X x
l

∞

=

= + = + + +∑ �  

1
( sin cos ) ( )k k k k k

k

C at C at X xμ μ
∞

=

+ +∑ � . 

5) Определение постоянных интегрирования из начальных условий 
для функции  ( , )v x t . 

0 0 0
1

( ,0) ( ) 0 0k k k
k

v x C X C X x C C
∞

=

= + = ⇒ = =∑� � � � . 

2
0 0

1
( ,0) ( )

2t k k k
k

Av x C X C a X x x
l

μ
∞

=

′ = + ⋅ = −∑ . 
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Умножив скалярно последнее равенство сначала на орт 0 ( )X x , 
а потом на ( )kX x , при k N∈  получим, соответственно,  

2
2

0 0
0

1, 0
2 2 6

lA A xC x X dx Al l
l l l

⎛ ⎞
= − = − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ; 

2 2

0

, cos
2 2

l

k k k k
A AC a x X x x dx
l l

μ μ
⎛ ⎞

= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

2
0

0

2 2sin | cos
2

l
l

k k
k k

A x x x d x
l l

μ μ
μ μ

⎛ ⎞−
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

( )

02
0

1
2 2

2 cos | cos

2 2( 1) 0 ( 1)

l
l

k k
k

k k

k k

A x x x dx
l l

A Al
l l l

μ μ
μ

μ μ
+

⎛ ⎞−
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
= − − = − ⇒

∫
 

1
3

2 ( 1)k
k

k

AC
a lμ

+⇒ = − . 

6) Окончательный вид решения.  
Вернемся к исходной функции ( , )u x t  и подставим в разложение 

функции ( , )v x t  найденное значение постоянных интегрирования. Тогда 

2( , ) ( , )
2
Au x t x t v x t
l

= + =  

2 2 2 2
3

1

2 ( 1)( 3 ) cos sin .
6

k

k k
k k

At Aa t x l x t
l a l

μ ω
μ

∞

=

−
= + − − ∑  

Здесь 0k k aω μ= >  – спектр собственных частот и 0k
k
l
πμ = >  при 

k N∈ . Ряд сходится правильно при всех значениях x  и t ; причем не 

медленнее, чем 3

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k →∞ . 

Такой же ответ можно получить, если после приведения граничных 
условий к однородным решать задачу по общей формуле, составив 
функцию Грина (источника) в виде 

1

sin2( , | ) cos cosk
k k

k k

attG x t x
l l a

μξ μ μ ξ
μ

∞

=

= + ∑ . 
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7) Проверка решения по условиям задачи и размерностям. 
(0, ) 0xu t′ = ,   ( , ) 0 0x ku l t At sin lμ′ = + =∵ ;   ( ,0) 0u x = , 

2
2 2

2 2 2
1

2 ( 1)( ,0) (3 ) cos 0
12

k

t
k

Al k xu x x l
l k l

π π
π

∞

=

⎧ ⎫−′ = − − =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  

(см. Приложение 1, формула 12). 
В условиях задачи приняты размерности  

[ ( , )] ,u x t W=      [ ] WA
LT

= ,    [ ] La
T

= ,    [ ] [ ] [ ] 1k k kt at xω μ μ= = = . 

Поэтому 
2

2 2 3
2

[ ] [ ][ ] [ ] .A T L Au T L L A LT WLL T L
T

⎛ ⎞
= + + = ⋅ ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
№ 3.5 (В). Свободные колебания струны, натянутой в начальный 

момент времени по параболе ( )f x . 
2( )f x x xα β γ= + + ; 

, , constα β γ = . 
(0) 0,f γ= =       
( ) ( ) 0f l l l lα β β α= + = ⇒ = − , 

2

2 2 2
4 0.

l l lf l A

A
l

α

α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ = − <

 

2

4( ) ( ) 0Af x x l x
l

= − ≥  при 0 x l≤ ≤ . 

 

 
 
 

Условия задачи: 

2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) ( ), ( ,0) 0.t

u u
x a t

u t u l t
u x f x u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , )u u x t= . 

0 x l≤ ≤ ,       0 t≤ < ∞ . 
, , 0A a l const= > . 

 

1) Граничные условия задачи однородны. 
2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 
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В разложении решения по собственным функциям 

( , ) ( ) ( )k k
k

u x t T t X x=∑  значение орта 
2( ) sink kX x x
l

μ=  находим из 

табл. 1; там 
2

2 0k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k N∈  – собственные значения. 

3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kT t . 

{ }

2 2

2 2 2

2 2
2 2

1

1 1 ( ) 0k k k k k k k k k
k k

u u
x a t

T X T X T a T X
a a

μ μ

∂ ∂
− =

∂ ∂
⎧ ⎫′′ ′′= − − = − + = ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑
 

2( ) ( ) 0k k kT a T tμ′′⇒ + = . 

4) Решение уравнения для функции ( )kT t  очевидно  

( ) cos sink k k k kT t C at C atμ μ= + � ,       здесь ,k kC C const=� . 

Поэтому разложение в ряд искомой функции примет вид 

{ }( , ) ( ) ( ) cos sin ( )k k k k k k k
k k

u x t T t X x C at C at X xμ μ= = +∑ ∑ � . 

5) Постоянные kC  и kC�  определим из начальных условий 

2
0

( ,0) ( ) ( )

4 2( , ) ( ) sin

k k
k

l

k k k

u x C X x f x

AC f X x l x x dx
l l

μ

= = ⇒

⇒ = = − =

∑

∫

{2 2
02 2 2

0

4 2 4 2( ) cos ( )cos |
l

l
k k

k k

A Al x x d x lx x x
l l l l

μ μ
μ μ

= − − = − − −∫  

2 2
0 0

4 2 1cos ( 2 ) 0 ( 2 ) sin
l l

k k
k k

Ax l x dx l x d x
l l

μ μ
μ μ

⎫ ⎧ ⎫
− − = − − − =⎬ ⎨ ⎬

⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫  

( )02 3 2 3
0

4 2 8 2( 2 )sin | sin ( 2 ) 1 ( 1)
l

l k
k k

k k

A Al x x x dx
l l l l

μ μ
μ μ

⎧ ⎫
= − − − = − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ . 

( ,0) ( ) 0 0t k k k k
k

u x C a X x Cμ′ = ⋅ = ⇒ =∑ � � . 
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6) Окончательный вид решения и его упрощение. 

3 3
1 1

16 1 ( 1)( , ) cos ( ) cos sin
k

k k k k k
k k k

Au x t C at X x at x
l

μ μ μ
μ

∞ ∞

= =

− −
= = =∑ ∑  

3 3
0

sin32 cosn
n

n n

xA t
l

μ ω
μ

∞

=

= ∑           ( 0)n naω μ= > . 

Здесь для упрощения выражений переобозначено k
k
l
πμ =  при 

(2 1)nk N n
l
πμ∈ ⇒ = +  при 0n Z∈ . Полученный ряд сходится правильно 

при всех заданных значениях x  и t ; причем не медленнее, чем 3

1O
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

при n →∞ . 
Функцию Грина для нашей задачи можно записать в виде 

1

sin2( , | ) sin sink
k k

k k

a tG x t x
l a

μξ μ μ ξ
μ

∞

=

= ∑ ;         0k
k
l
πμ = > . 

7) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 
(0, ) 0, ( , ) 0 sin sin (2 1) 0nu t u l t l nμ π= = = + =∵ ;       ( ,0) 0tu x′ = . 

3 3 3 3
0 0

sin32 32 1( ,0) sin (2 1)
(2 1)

n

n nn

xA A xu x n
n l

μ π
π μ π

∞ ∞

= =

= = + =
+∑ ∑  

3

3

32 1
8

A x x
l l l

π ⎛ ⎞= ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2

4 ( ) ( )Ax l x f x
l

= − ≡  (см. Приложение 1, формула 21). 

В условиях задачи приняты размерности [ ] [ ] [ ]A u f W= = = , 

[ ] La
T

= , [ ] [ ] [ ] 1n k kt a t xω μ μ= = = . Поэтому  3
3

[ ][ ] [ ]Au L A W
L

= = ⇒ . 

 
№ 3.6 (В). Неоднородное волновое уравнение с неоднородными 

граничными условиями типа Неймана. 
2 2

2 2 2

1 .

(0, ) 0, ( , ) .
( ,0) ( ,0) 0.
x x

t

u u At
x a t

u t u l t B
u x u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , )u u x t= . 

0 x l≤ ≤ ,      0 t≤ < ∞  
, , , 0A B a l const= > . 

1). Приведение граничных условий к однородным.  
Сделаем замену искомой функции 2( , ) ( , ) ( ) ( )u x t v x t t x t xα β= + + , тогда 
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(0, ) (0, ) 0 ( ) 0 (0, ) 0x x xu t v t t v tβ′ ′ ′= + + = ⇒ =  при ( ) 0tβ = ; 

( , ) ( , ) ( ) 2 0 ( , ) 0x x xu l t v l t t l B v l tα′ ′ ′= + + = ⇒ =  при ( )
2
Bt
l

α = . 

Значит, замена имеет вид 
2

( , ) ( , )
2
xu x t v x t B

l
= + , и новые начальные 

условия будут  
2 2

( ,0) ( ,0) 0 ( ,0)
2 2
x xu x v x B v x B

l l
= + = ⇒ = − ; 

( ,0) ( ,0) 0 0 ( ,0) 0t t tu x v x v x′ ′ ′= + = ⇒ = . 
Постановка задачи для новой искомой функции 

2 2

2 2 2

2

1 .

(0, ) ( , ) 0.

( ,0) , ( ,0) 0.
2

x x

t

v v BAt
x a t l

v t v l t

xv x B v x
l

⎧ ∂ ∂
− = −⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪
⎪ ′= − =
⎪⎩

 

 
( , )v v x t= . 

0 x l≤ ≤ ,      0 t≤ < ∞ . 
 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. Решение 
новой упрощенной задачи ищем в виде ряда 

0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
k k

v x t T t X x T t X x T t X x
∞ ∞

= =

= = +∑ ∑ , 

где 0
1( )X x const
l

= =  и 
2( ) cosk kX x x
l

μ=  – собственные функции 

и 0 0 0λ μ= = , 
2

2 0k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k N∈  – собственные значения 

(см. табл. 1). 
3) Вывод дифференциальных уравнений для функций 0 ( )T t  и ( )kT t . 

2 2
2

0 02 2 2 2 2
1

1 1 10 k k k k k
k

v v T X T X T X
x a t a a

μ
∞

=

∂ ∂ ⎧ ⎫′′ ′′− = − + − − =⎨ ⎬
∂ ∂ ⎩ ⎭

∑  

( )2
0 02

1

1 ( )k k k k
k

BT X T a T X At
a l

μ
∞

=

⎧ ⎫′′ ′′= − + + = −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  

или 

{ }2 2
0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k

k

BT t X x T a T t X x a At
l

μ
∞

=

⎛ ⎞′′ ′′+ + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 
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В полученном равенстве, определяя раздельно с помощью скаляр-

ных произведений координаты при ортах 0
1( )X x
l

=  и 
2( ) cosk kX x x
l

μ=  

( )k N∈ , получим два уравнения 

2
0 ( ) BT t a l At

l
⎛ ⎞′′ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

;   2 ( ) 0k k kT T tω′′+ =    при   0k k aω μ= > . 

4) Решения дифференциальных уравнений для функций 0 ( )T t  
и ( )kT t  очевидны  

2 2

0 0 0
1( )
32

a tT t B Alt C C t
l
⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� , 

( ) cos sink k k k kT t C t C tω ω= + � , 

где 0k k
ka a
l
πω μ= = >  – собственные частоты, а 0 0, , kC C C�  и kC�  – 

произвольные постоянные интегрирования. 
Теперь разложение в ряд функции ( , )v x t  примет вид 

0 0
1

2 2

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( )
32

k k
k

v x t T t X x T t X x

a tC C t B Al t X x
l

∞

=

= + =

⎧ ⎫⎛ ⎞= + + − +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

∑

�
 

{ }
1

cos sin ( )k k k k k
k

C t C t X xω ω
∞

=

+ +∑ � . 

5) Определение постоянных интегрирования из начальных условий 
для функции  ( , )v x t . 

2
0 0

1
( ,0) ( ) ( )

2k k
k

Bv x C X x C X x x
l

∞

=

= + = − ⇒∑  

2 2
0 0

0

1,
2 62

lB BC x X x dx Bl l
l l l

⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ , 

2 2

0

2, cos
2 2

l

k k k
B BC x X x x dx
l l l

μ
⎛ ⎞

= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

{ }
1

2 2
02 2

2 2 ( 1)2 cos ( 2) sin |
2

k
l

k k k
k k

B x x x x B
l l l

μ μ μ
μ μ

+− −
= + − = ⋅ . 
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0 0 0
1

( ,0) ( ) ( ) 0 0t k k k k
k

v x C X x C X x C Cω
∞

=

′ = + = ⇒ = =∑� � � . 

6) Окончательный вид решения. 
Вернемся к исходной искомой функции ( , )u x t , подставим найден-

ные значения постоянных интегрирования в ее разложение, тогда 

( )2 2 3 2 2 2 21( , ) ( , ) 3( )
2 6 6
B Bu x t v x t x Aa t x a t l
l l

= + = − + + − −

2
1

2 ( 1) cos cos
k

k k
k k

B x t
l

μ ω
μ

∞

=

−
− ∑ ,      где 0k k

ka a
l
πω μ= = > . 

Полученный ряд сходится правильно при всех значениях x  и t ; 

причем его общий член имеет порядок  2

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k →∞  . 

7) Проверка полученного решения по условиям задачи и по 
размерностям. 

1

2 ( 1)( , ) sin cos
k

x k kk
k

x Bu x t B x t
l l

μ ω
μ

∞

=

−′ = + ⇒∑  

(0, ) 0, ( , ) sin 0x x ku t u l t B lμ′ ′⇒ = = =∵ . 

( )2 2
2

1

2 ( 1)( ,0) 3 cos
6

k

k
k k

B Bu x x l x
l l

μ
μ

∞

=

−
= − − =∑  

( )
2

2 2
2 2 2

1

2 ( 1)3 cos 0
12

k

k

Bl kxx l
l k l

π π
π

∞

=

⎧ ⎫−
= − − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

(см. Приложение 1, формула 12). 
2

1

2 ( 1)( , ) (2 ) cos sin ( ,0) 0
2

k

t k k t
k k

a t B au x t B Al t x t u x
l l

μ ω
μ

∞

=

−′ ′= − + ⇒ =∑ . 

По условию задачи имеем размерности коэффициентов 

[ ( , )] ,u x t W=   2[ ] WA
L T

=    и   [ ] WB
L

= .   Поэтому 

2 2
3 2 2

2 2

1[ ] [ ] [ ] [ ]L L W W Wu A T B B L L T L L W
T L L TL L L

= + + = + + ⇒ . 

 

№ 3.7 (В). Волновое уравнение с неоднородными граничными 
условиями смешанного типа.  
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Постановка задачи:  
2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) 0, ( , ) .
( ,0) ( ,0) 0.

x

t

u u
x a t

u t u l t At
u x u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , )u u x t= . 

0 x l≤ ≤ ,     0 t≤ < ∞ . 
, , 0A a l const= > . 

 

1) Приведение граничных условий к однородным. 
Примем ( , ) ( , ) ( ) ( )u x t v x t t x tα β= + + , тогда 

(0, ) (0, ) 0 ( ) 0 (0, ) 0u t v t t v tβ= + + = ⇒ =     при  ( ) 0tβ = , 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0x x xu l t v l t t At v l tα′ ′ ′= + = ⇒ =      при  ( )t Atα = ; 

поэтому ( , ) ( , )u x t v x t A xt= +  и начальные условия примут вид 
( ,0) ( ,0) 0u x v x= =  и ( ,0) ( ,0) 0 ( ,0)t t tu x v x Ax v x Ax′ ′ ′= + = ⇒ = − . 

Теперь можно поставить задачу для функции ( , )v x t . 
2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) 0, ( ,0) .

x

t

v v
x a t

v t v l t
v x v x Ax

⎧ ∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′= = −⎪
⎪⎩

 

 
( , )v v x t= . 

0 x l≤ ≤ ,     0 t≤ < ∞ . 
 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 
Будем искать функцию ( , )v x t   в виде разложения 

0
( , ) ( ) ( )k k

k

v x t T t X x
∞

=

=∑ , где 
2( ) sink kX x x
l

μ=         и 

2
2 (2 1) 0

2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
  при  0k ∈] . 

Эти результаты находим в табл. 1. 
3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kT t . 

{ }

2 2

2 2 2

2
2 2

0

1

1 1 ( ) 0k k k k k k k k k
k k

v v
x a t

T X T X T a T X
a a

μ μ
∞

=

∂ ∂
− =

∂ ∂

⎧ ⎫′′ ′′= − − = + = ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑
 

2( ) ( ) 0k k kT a T tμ′′⇒ + = . 
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4) Решение этого уравнения очевидно 
( ) cos sink k k k kT t C at C atμ μ= + � , 

где  kC , kC const=� . Поэтому получим промежуточное решение 

{ }
0

( , ) cos sin ( )k k k k k
k

v x t C t C t X xω ω
∞

=

= +∑ � , 

где (2 1) 0
2k ka a k

l
πω μ= = + >  при 0k Z∈  – множество собственных частот. 

5) Постоянные интегрирования kC  и kC�  определим из начальных 
условий. 

0
( ,0) ( ) 0 0k k k

k

v x C X x C
∞

=

= = ⇒ =∑ . 

0
( ,0) ( )t k k k

k

v x C X x Axω
∞

=

′ = = − ⇒∑ �  

0

2( , ) sin
l

k k k kC Ax X A x x dx
l

ω μ⇒ = − = − =∫�  

0
0

2 cos | cos
l

l
k k

k

A x x x dx
l

μ μ
μ

⎛ ⎞
= + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

1
0 2

2 1 20 sin | ( 1)l k
k

k k k

A Ax
l l

μ
μ μ μ

+⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
;      1

3

2 ( 1)k
k

k

AC
a lμ

+= −� . 

6) Окончательный вид решения задачи для исходной функции 
получим  

3
0

2 ( 1)( , ) ( , ) sin sin
k

k k
k k

Au x t v x t A xt Axt x t
a l

μ ω
μ

∞

=

−
= + = − ∑ , 

где (2 1) 0
2k ka a k
l
πω μ= = + > . Полученный ряд сходится правильно 

при всех значениях x  и t ; его общий член имеет порядок 3

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при 

k →∞ . 
7) Проверка полученного решения по условиям задачи и по 

размерностям. 
(0, ) 0u t = ;    ( , ) cos 0x ku l t At lμ′ = =∵ . 

( ,0) 0u x = ;   02
0

2 ( 1)( ,0) sin cos |
k

t k k t
k k

au x Ax x at
l

μ μ
μ

∞

=
=

−′ = − =∑  
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2

2 2
0

2 4 ( 1) sin (2 1)
(2 1) 2

k

k

A l xAx k
l k l

π
π

∞

=

−
= − ⋅ + =

+∑  

2

2

8 0
8

Al xA x
l

π
π

= − ⋅ =              (см. Приложение 1, формула 15). 

По условиям задачи имеем размерность [ ( , )] ,u x t W=  [ ] WA
LT

= . 

Поэтому      3
2

[ ][ ] [ ] A W Wu A LT L LT LT W
L LT LT

T
= + = + ⇒ . 

 

№ 3.8 (С).  
Постановка задачи: 

2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) 0, ( ,0) .
x

t

u u
x a t

u t u l t
u x u x Ax

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , )u u x t= , 

0 x l≤ ≤ ,     0 t≤ < ∞ . 
, , 0A a l const= > . 

 

1–2) 
0

( , ) ( ) ( )k k
k

u x t T t X x
∞

=

=∑ , где 
2( ) cosk kX x x
l

μ=  и (2 1) 0
2k k
l
πμ = + > . 

3–4) 2 ( ) 0k k kT T tω′′ + = ;   0k kaω μ= > .  ( ) cos sink k k k kT t C t C tω ω= + � . 

5) { }
0

( , ) cos sin ( )k k k k k
k

u x t C t C t X xω ω
∞

=

= +∑ � . 

( ,0) ( ) 0 0.k k k
k

u x C X x C= = ⇒ =∑  

0

2( ,0) ( ) ( , ) cos
l

t k k k k k k k
k

u x C X x Ax C Ax X A x x dx
l

ω ω μ′ = = ⇒ = = =∑ ∫� �

0 0
0

2 2 1sin | sin ( 1) cos |
l

l k l
k k k

k k k

A Ax x x dx l x
l l

μ μ μ
μ μ μ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= − = − + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭
∫  

( )2

2 ( 1) 1k
k

k

A l
l

μ
μ

= − − ,              ( )3

2( 1) 1k
k k

k

AC l
a l

μ
μ

= − −� . 

6) ( ) 3
0

cos2( , ) ( 1) 1 sink k
k k

k k

xAu x t l t
al

μμ ω
μ

∞

=

= − −∑ ;  

(2 1) 0
2k ka a k
l
πω μ= = + > . 
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7) (0, ) 0xu t′ = ,   ( , ) 0 cos 0ku l t lμ= =∵ ;   ( ,0) 0u x = , 

( ) 2
0

cos2( ,0) ( 1) 1k k
t k

k k

xAu x l
l

μμ
μ

∞

=

′ = − − =∑  

2
0

4 ( 1) 2 1 cos (2 1)
2 1 (2 1) 2

k

k

Al x k
k k l

π
π π

∞

=

⎛ ⎞−
= − + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑  

24 2 1
2 8

Al x Ax
l

π π
π π

⎛ ⎞⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

(см. Приложение 1, формулы 8 и 14). 
Известны размерности [ ( , )] ,u x t W=   

[ ] , [ ] , [ ] [ ] [ ] 1k k k
W LA a l x t
LT T

μ μ ω= = = = = . 

Поэтому   3
2[ ] [ ] T Wu A L LT W

L LT
= = ⇒ . 

 
№ 3.9 (C). Однородное волновое уравнение с неоднородностями 

в граничных и начальных условиях. 
2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) , ( , ) 0.
( ,0) 0, ( ,0) .t

u u
x a t

u t At u l t
u x u x Bx

⎧ ∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , ).u u x t=  

0 , 0 .x l t≤ ≤ ≤ < ∞  
, , , 0A B a l const= >  

 

 

1) 
2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) ( , ) 0.

( ,0) 0, ( ,0) .t

v v
x a t

v t v l t
Av x v x B x A
l

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ ⎛ ⎞⎪ ′= = + −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

 

( , ) ( , ) 1 xu x t v x t At
l

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

( , )v v x t= . 
0 , 0x l t≤ ≤ ≤ < ∞ . 

2) 
1

( , ) ( ) ( ),k k
k

v x t T t X x
∞

=

=∑     где  
2( ) sin , 0k n k

kX x x
l l

πμ μ= = > . 

3–4) 2 ( ) 0k k kT T tω′′+ = ;   0k k aω μ= > ;  ( ) cos sink k k k kT t C t C tω ω= + � . 

5) }{
1 1

( , ) ( ) ( ) cos sin ( )k k k k k k k
k k

v x t T t X x C t C t X xω ω
∞ ∞

= =

= ≡ +∑ ∑ � . 
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( ,0) ( ) 0 0k k k
k

v x C X x C= = ⇒ =∑ . 

( ,0) ( ) ,t k k k k k k
k

A Av x C X x B x A C B x A X
l l

ω ω ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = + − ⇒ = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ � �

( )1 2( 1)k

k

Bl A
lμ

= − − + ;      ( )2

1 2( 1)k
k

k

C Bl A
a lμ
−

= − +� . 

6)   ( , ) ( , ) 1 xu x t v x t At
l

⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( ) 2
1

sin21 ( 1) sink k
k

k k

xxAt A Bl t
l al

μ ω
μ

∞

=

⎛ ⎞= − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ;   0k k
ka a
l
πω μ= = > . 

7) (0, ) , ( , ) 0 sin 0ku t At u l t lμ= = =∵ .    u(x,0)=0; 

1 1

2 ( 1) 2 1( ,0) 1 sin sin
k

t
k k

x Bl k x A k xu x A
l k l k l

π π
π π

∞ ∞

= =

−⎛ ⎞′ = − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

2 21 1
2 2

x Bl x A xA Bx
l l l

π π
π π

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 . 

(см. формулы 3 и 1 в Приложении 1). 
2

2[ ] [ ] ([ ] [ ] )Tu W A T A B L L W
L

≡ = + + ⇒    при   [ ] WA
T

=    и   [ ] WB
LT

= . 
 

№ 3.10 (С).  
Постановка задачи: 

2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) , ( ,0) 0.t

u u
x a t

u t u l t
u x A u x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , )u u x t= . 

0 , 0x l t≤ ≤ ≤ < ∞ . 
, , 0A a l const= > . 

1–2) 
1

( , ) ( ) ( );k k
k

u x t T t X x
∞

=

=∑      
2( ) sin ,k kX x x
l

μ=      0k
k
l
πμ = >  

3–4) 
2

( ) 0, 0k k k k kT T t aω ω μ′′+ = = >     ( ) cos sink k k k kT t C t C tω ω= + � . 

5) { }
1

( , ) cos sin ( )k k k k k
k

u x t C t C t X xω ω
∞

=

= +∑ � . 

( ,0) ( ) 0 0t k k k k
k

u x C X x Cω′ = = ⇒ =∑ � � . 
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0

2( ,0) ( ) ( , ) sin
l

k k k k k
k

u x C X x A C A X A x dx
l

μ= = ⇒ = = =∑ ∫  

= ( )0
2 2cos | 1 ( 1)l k

k
k k

A Ax
l l

μ
μ μ

− = ⋅ − − . 

6) ( )
1

sin2( , ) 1 ( 1) cosk k
k

k k

xAu x t t
l

μ ω
μ

∞

=

= − − =∑   

0

sin4 cos ,n
n

n n

xA t
l

μ ω
μ

∞

=

= ∑       где     (2 1) 0n na a n
l
πω μ= = + > . 

( )
0

2 1( , ) sin ( ) sin ( )n n
n n

Au x t x at x at
l

μ μ
μ

∞

=

= + + − =∑  

0

2 1 sin ( ) (2 1) sin ( ) (2 1)
2 1n

A x at n x at n
n l l

π π
π

∞

=

⎡ ⎤= + + + − + =⎢ ⎥+ ⎣ ⎦
∑  

2 [ ( ) ( )]
4

A sign x at sign x atπ
π

= + + − =  (см. Приложение 1, формула 5) 

1 (1 ( )) ( )
2

A sign x at A x atη= + − = − , 

где ( )η α  – функция Хевисайда при Rα ∈ . 

7) 
0

2 1( , ) sin ( )(2 1) sin ( )(2 1)
2 1n

Au x l x at n x at n
n l l

π π
π

∞

=

⎛ ⎞= + + + − +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑ . 

(0, ) 0u t = ; 

0

2 1( , ) sin ( )(2 1) sin ( )(2 1)
2 1n

Au l t l at n l at n
n l l

π π
π

∞

=

⎛ ⎞= + + + − + =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑  

sin (2 1) sin (2 1)a t atn n
l l
π ππ⎡ ⎤⎛ ⎞= ± + = + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∓  

0

2 1 sin (2 1) sin (2 1) 0
2 1n

A at atn n
n l l

π π
π

∞

=

⎛ ⎞= − + − + =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑ . 

0

4 1 4( ,0) sin (2 1)
2 1 4n

A x Au x n A
n l

π π
π π

∞

=

= + = =
+∑ . 

0

2( ,0) cos (2 1) cos (2 1) 0t
n

Aa x xu x n n
l l l

π π∞

=

⎛ ⎞′ = + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 

Проверка условий для функции Хевисайда: 
( , ) ( )u x t A x atη= − .    (0, ) ( ) 0u t a atη= − =    при   0t > , 
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( , ) ( ) 0u l t A l atη= − =   при  lt
a

> .  ( ,0) ( )u x A x Aη= =   при  0x > , 

0( ,0) ( ) ( ) 0t tu x a A x at a A xδ δ=′ = − − = − =   при  0x > . 

Условия размерности выполняются, так как  [ ] [ ]u A= . 
 

№ 3.11 (С). Вывод общей формулы решения волнового уравнения 
с граничными однородными условиями типа Неймана. 
 

2 2

2 2 2

1 ( , ).

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) ( ), ( ,0) ( ).
x x

t

u u F x t
x a t

u t u l t
u x f x u x g x

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , ).u u x t=  

0 , 0x l t≤ ≤ ≤ < ∞ . 
 

1–2) 0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
k k

u x t T t X x T t X x T t X x
∞ ∞

= =

= = +∑ ∑ ; 

0
1( ) ,X x const
l

= =    
2( ) cosk kX x x
l

μ=    при   k N∈ , 

0 0 0λ μ= = ,      
2

2

0k k
k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

3) { }
2 2

2
0 02 2 2 2 2

1

1 1 10 ( , ),k k k k
k

u u T X T T X F x t
x a t a a

ω
∞

=

∂ ∂ ′′ ′′− = − − + =
∂ ∂ ∑  

{ }2 2
0 0

1
( ) ( ) ( ) ( , )k k k k

k

T t X T T t X x a F x tω
∞

=

′′ ′′+ + = −∑ ,  0k k
ka a
l
πω μ= = > . 

2
2

0 0 0
0

( , ) ( , ) ( )
laT a F X F t d t

l
ξ ξ γ′′= − = − ≡∫ . 

2 2 2

0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
l

k k k k k kT T t a F X a F t X d tω ξ ξ ξ γ′′+ = − = − =∫ . 

4) 0 0 0 0
0 0

( ) ( )
t

T t C C t d d
τ

τ γ τ τ= + + ∫ ∫� . 

0

sin ( )( ) cos sin ( )
t

k
k k k k k k

k

tT t C t C t dω τω ω γ τ τ
ω

−
= + + ∫� . 
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{0 0 0
10 0

( , ) ( ) ( ) cos sin
t

o k k k k
k

u x t C C t d d X x C t C
τ

τ γ τ τ ω ω
∞

=

⎧ ⎫
= + + + + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑∫ ∫� �

0

sin ( )( ) ( )
t

k
k k

k

t d X xω τγ τ τ
ω

⎫−
+ ⎬

⎭
∫ . 

5) 0 0
1

( ,0) ( ) ( )k k
k

u x C X C X x f x
∞

=

= + =∑� � ; 

0 0 0
0 0

1( , ) ( ) ( ) ( )
l l

C f X f X d f d
l

ξ ξ ξ ξ ξ= = =∫ ∫� ; 

0 0

2( , ) ( ) ( ) ( ) cos
l l

k k k kC f X f X d f d
l

ξ ξ ξ ξ μ ξ ξ= = = ⋅∫ ∫� . 

0 0
1

( ,0) ( ) ( ).t k k k
k

u x C X C X x g xω
∞

=

′ = + =∑ ; 

0 0 0
0

( , ) ( ) ( )
l

C g X g X dξ ξ ξ= = ∫ ; 

0

1 1( , ) ( ) ( )
l

k k k
k k

C g X g X dξ ξ ξ
ω ω

= = ∫ . 

6) 0 0 0 0
0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
t

u x t f X t g X d d X x
τ

τ γ τ τ
⎧ ⎫

= + + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∫ ∫  

1 0

sin sin ( )( , )cos ( , ) ( ) ( )
t

k k
k k k k k

k k k

t tf X t g X d X xω ω τω γ τ τ
ω ω

∞

=

⎧ ⎫−
+ + + =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∫

2

0 0 0 0

1 0 0

1 ( ) ( ) ( , )

sin( ) ( ) cos ( ) ( )

l l t l

l l
k

k k k
k k

t af d g d d F d
l l l

tf X d t g X d

ξ ξ ξ ξ τ ξ τ ξ

ωξ ξ ξ ω ξ ξ ξ
ω

∞

=

= + − +

⎧
+ ⋅ + −⎨

⎩

∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
 

2

0 0

sin ( ) ( , ) ( ) ( )
t l

k
k k

k

ta d F X d X xω τ τ ξ τ ξ ξ
ω

⎫−
− =⎬

⎭
∫ ∫  

2

0 0 0

1 ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , | )
l t l

f t g a t F d d g G x t d
l

ξ ξ τ ξ τ τ ξ ξ ξ ξ
⎧ ⎫

= + ⋅ − − + +⎨ ⎬
⎩ ⎭
∫ ∫ ∫  

2

0 0 0

( ) ( , | ) ( , ) ( , | )
l t l

f G x t d a d F G x t d
t

ξ ξ ξ τ ξ τ ξ τ ξ∂
+ − −
∂ ∫ ∫ ∫ , 
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где   
1 1

sin sin2( , | ) ( ) ( ) cos cosk k
k k k k

k kk k

t atG x t X X x x
l a

ω μξ ξ μ ξ μ
ω μ

∞ ∞

= =

= =∑ ∑ . 

Здесь была использована формула Коши для многократного 
интегрирования (см. Приложение 1). 

7) (0, ) ( , ) 0x xu t u l t′ ′= = . 

10 0

1 2( ,0) ( ) ( ) cos cos
l l

k

k kxu x f d f d
l l l l

π ξ πξ ξ ξ ξ
∞

=

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ∫  

10

1 1 cos ( ) cos ( ) ( )
l

k

k kx x f d
l l l

π πξ ξ ξ ξ
∞

=

⎧ ⎫⎛ ⎞= + − + + =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

∑∫  

0

1 ( ) ( ) ( )
2 2 2

l

x x f d
l
π π πδ ξ δ ξ ξ ξ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
∫  

{ }
0

1 1( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
2 2

l

x x f d f x f x f xδ ξ δ ξ ξ ξ= − + + = + − =∫ ; 

0 0

1( ,0) ( ) ( ) ( , | 0)
l l

tu x g d g G x d
l t

ξ ξ ξ ξ ξ∂′ = + =
∂∫ ∫  

0

( ) ( ) ( )
2

l

x x g d
l l l
π π πδ ξ δ ξ ξ ξ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
∫  

{ } ( )
0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

l

x x g d g x g x g xδ ξ δ ξ ξ ξ= − + + = + − =∫ . 

Здесь 
1

1 cos ( )
2 2 2k

kx x l x
l l

π π πδ δ
∞

=

⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  при x R∈  – дельта-

функция Дирака. 
По условию задачи имеем размерности [ ( , )] ,u x t W=  [ ]f W= , 

[ ] Wg
T

= , 2[ ] WF
L

=   и [ ] TG
L

= . Поэтому  

2

2

2

2

1[ ] [ ] [ ] [ ]

1[ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ]

Lu f T g T F T L
L T

Lg G L f G L T F G L
T T

⎧ ⎫
= + + +⎨ ⎬

⎩ ⎭

+ + + =

3
2

2 2

1W W W T T L W TW T L L W L W
T L T L T L T L L

⎧ ⎫= + + + + + ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 
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№ 3.12 (С). Вынужденные гармонические колебания струны со 
вторым закрепленным концом. 
 

2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) sin , ( , ) 0.
( ,0) ( ,0) 0.t

u u
x a t

u t A t u l t
u x u x

ω

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

A a l constω

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
 

1) Приведение граничных условий к однородным. 

( , ) ( , ) (1 ) sinxu x t v x t A t
l

ω= + − . 

2 2 2

2 2 2 2

1 (1 ) sin .

(0, ) ( , ) 0.

( ,0) 0, ( ,0) (1 ).t

v v xA t
x a t a l

v t v l t
xv x v x A
l

ω ω

ω

⎧ ∂ ∂
− = − −⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪
′⎪ = = − −

⎪⎩

 

 
( , ).

0 , 0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 

1
( , ) ( ) ( ),k k

k

v x t T t X x
∞

=

=∑      где  
2( ) sin , 0k k k

kX x x
l l

πμ μ= = > . 

3) Вывод линейного дифференциального уравнения для функции 
( )kT t . 

{ }
2 2 2

2
2 2 2 2 2

1 1 ( ) (1 ) sin .k k k k
k

v v xT a T X A t
x a t a a l

ωμ ω∂ ∂ ′′− = − + = − −
∂ ∂ ∑  

2 2

0

cos( ) ( ) 1 sin , 1
l

k
k k k k

k

xx xT a T t A t X d
l l

μμ ω ω
μ

⎡⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′+ = − = − =⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣
∫  

0 0
0

sin1 1 11 cos | cos 1
l

l lk
k k

k k k k

xx d xx x
l l l

μμ μ
μ μ μ μ

⎧ ⎫ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − = − = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎦

∫  

2 2 sin
k

Aa t
l

ω ω
ω

= . 

2
2 2( ) sin ; 0k k k k k

k

T T t Aa t a
l

ωω ω ω ω μ
ω

′′+ = ≠ = > .  

4) Решение линейного неоднородного дифференциального уравне-
ния для функции ( )kT t . 
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Очевидно, общее решение соответствующего линейного однород-
ного уравнения будет ( ) cos sin ( , )

o

k k k k k k kT t C t C t C C constω ω= + =� � , 
а частное решение, соответствующее заданной неоднородности уравне-
ния, будем искать в виде ( ) sin cos ( , )k k k k kT t P t Q t P Q constω ω= + =� . 
Подставив выражение ( )kT t�  в заданное уравнение, получим 

( )2 2 2( ) ( ) sin cosk k k k k kT T t P t Q tω ω ω ω ω′′+ = − + =� �
2 2sin ,k

k k
k

t P γγ ω
ω ω

= ⇒ =
−

          

0kQ = . 
Тогда общее решение заданного линейного неоднородного диф-

ференциального уравнения примет вид 

2 2( ) ( ) ( ) cos sin sin
o

k
kk k k k k k

k

T t T t T t C t C t tγω ω ω
ω ω

= + = + +
−

�� . 

5) Определение постоянных kC и kC�  из начальных условий. 

1
( , ) ( ) ( )k k

k

v x t T t X x
∞

=

= =∑  

2 2
1

cos sin sin t ( )k
k k k k k

k k

C t C t X xγω ω ω
ω ω

∞

=

⎧ ⎫
= + +⎨ ⎬−⎩ ⎭
∑ � .. 

1
( ,0) ( ) 0 0k k k

k

v x C X x C
∞

=

= = ⇒ =∑ . 

2 2 2 2
1

( ,0) ( ) 1k k
t k k k k k

k k k

xv x C X x A C
l

γ ω γ ωω ω ω
ω ω ω ω

∞

=

⎧ ⎫ ⎛ ⎞′ = + = − − ⇒ + =⎨ ⎬ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ � �

0

21 , 1 sin
l

k k
x xA X A x dx
l l l

ω ω μ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

0

1 sin
l

k
x x dx
l

μ
⎡ ⎛ ⎞= − =⎢ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣
∫

0 0
sin1 1 21 cos | 0;l lk

k
k k k k

xx x Aa
l l l

μ ωμ
μ μ μ ω

⎧ ⎫ ⎤⎛ ⎞= − − + = = − <⎨ ⎬ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎦

 

2

2 2 2

2

2 2 2 2 2

2

2 21 .

k
k

k k k

k k k

C Aa
l

AaAa
l l

γω ω
ω ω ω ω

ω ω ω
ω ω ω ω ω

= − − =
−

⎛ ⎞ −
= − + =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

�

 



94________________________________________________Б. В. Кондратьев, Н. И. Лесик 
 

6) Окончательный вид решения. 

2

2 2
1

( , ) ( , ) (1 ) sin

sin sin2 sin1 sin .k k

k k k

xu x t v x t A t
l

t xx Aa tA t
l l

ω

ω μω ωω
ω ω ω ω

∞

=

= + − =

⎧ ⎫⎛ ⎞= − + −⎨ ⎬⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎩ ⎭
∑

 

Здесь 0k k
ka a
l
πω μ= = >  – спектр собственных частот колебаний 

системы и 0ω>  – вынуждающая частота. Если при некотором  
k n=  эти частоты совпадают ,nω ω=  то в колебательной  
системе наступает резонанс; при этом n-тый член ряда равен 

( , ) ( cos sin )sinn
Aa xu x t t t t

l a
ωω ω ω

ω
= −  и имеет возрастающую со 

временем амплитуду.  
7) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 

(0, ) sin ; ( , ) 0; ( ,0) 0,u t A t u l t u xω= = =  

2
2 2

1

sin2( ,0) 1 k k
t k

k k

xx Aau x A
l l

ω μωω ω
ω ω ω ω

∞

=

⎧ ⎫⎛ ⎞′ = − + − =⎨ ⎬⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎩ ⎭
∑  

    1 1

sin2 2 11 1 sin 0
2

k

k kk

xx A A x k xA
l l l k l

μ π πω ω ω
μ π

∞ ∞

= =

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − − =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑   

(см. Приложение 1, формула 1). 

По условию задачи [ ( , )] [ ] ,u x t A W= = 1[ ] [ ]k T
ω ω= = , [ ] 1k xμ = ; 

3
2

1 1[ ] [ ] [ ] Lu A A T W
T L T

= + ⇒ . 

 
№ 3.13 (С). Вынужденные гармонические колебания струны со 

вторым свободным концом. 
2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) sin t, ( , ) 0.
( ,0) ( ,0) 0.

t

t

u u
x a t

u t A u l t
u x u x

ω

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

A a l constω

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
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1) ( , ) ( , ) sinu x t v x t A tω= + . 

2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) 0, ( ,0) .

x

t

v v
x a t

v t v l t
V x v x Aω

⎧ ∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′= = −⎪
⎪⎩

 

 
( , ).

0 , 0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

 

2) 
0

( , ) ( ) ( ),k k
k

v x t T t X x
∞

=

=∑   где  
2( ) sink kX x x
l

μ= , 

(2 1) 0
2k k
l
πμ = + > . 

3) 2 2 2

0

2( ) ( sin , ) sin sin
l

k k k k kT T t A t X A t x dx
l

ω ω ω ω ω μ′′+ = = =∫  

2 2 sin ;
k

Aa t
l

ω ω
ω

= −        где  (2 1)
2k k
aa k
l

πω μ ω= = + ≠ . 

4) (0) 0kT = ; 
0

2(0) ( , ) sin
l

k k kT A X A xd x
l

ω ω μ′ = − = − =∫  
2 0

k

Aa
l

ω
ω

=− < . 

5) Решение начальной задачи Коши. 
2

2 2( ) sin .

2(0) 0, (0) .

k k k
k

k k
k

T T t Aa t
l

T T Aa
l

ωω ω
ω

ω
ω

⎧
′′+ = −⎪

⎪
⎨
⎪ ′= = −⎪⎩

 

Решение этого неоднородного линейного дифференциального 
уравнения с заданными начальными условиями проводится аналогично 
решению соответствующего уравнения в предыдущем примере; в резуль-
тате получим 

2

2 2

sinsin 2( ) k
k

k k

tAa tT t
l

ωω ω
ω ω ω ω

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

      при  kω ω≠ . 

6) 
0

( , ) sin ( , ) sin ( ) ( )k k
k

u x t A t v x t A t T t X xω ω
∞

=

= + = + =∑  
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2
2 2

0

sin sin2 sinsin k k

k k k

t xAa tA t
l

ω μωω ω
ω ω ω ω

∞

=

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑ . 

Здесь в общем случае (2 1) 0
2k k
Aaa k

l
ω μ ω= = + ≠ > ; но если для 

некоторого k n=  эти частоты совпадают nω ω= , то соответствующий 

член ряда оказывается равным ( , ) ( cos sin ) sinn
Aa xu x t t t t

l a
ωω ω ω

ω
= − . 

7) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 
(0, ) sinu t A tω= ,   ( , ) 0 cos 0x ku l t lμ′ = =∵ ,   ( ,0) 0u x = . 

2
2 2

0

sin2( ,0) k k
t

k k k

xAau x A
l

ω μωω ω
ω ω ω ω

∞

=

⎛ ⎞
′ = + − =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑  

0 0

sin2 4 1 sin (2 1) 0
4 2 1 2

k

k kk

xA A xA k
l k l

μ π πω ω ω
μ π

∞ ∞

= =

⎧ ⎫= − = − + =⎨ ⎬+⎩ ⎭
∑ ∑   

(см. Приложение 1, формула 5). 
По условию задачи [ ] [ ]A u W= = . Поэтому получим 

2
2

1 1[ ] [ ] [ ] Lu A A T T W
L T T

= + ⇒ . 

 
№ 3.14 (С). Неоднородное волновое уравнение с правой частью, 

линейной по амплитуде и гармонической по времени. Однородные 
граничные условия второго рода (типа Неймана). 

2 2

2 2 2

1 sin .

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) ( ,0) 0.
x x

t

u u Ax t
x a t

u t u l t
u x u x

ω
⎧ ∂ ∂

− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨
⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

A a l constω

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
 

 

1–2) 0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
k k

u x t T t X x T t X x T t X x
∞ ∞

= =

= = +∑ ∑ . 

            
0

1( )X x const
l

= = , 0 0μ = ; 
2( ) cosk kX x x
l

μ= , 0k
k
l
πμ = >   

при k∈`  
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3) { }2 2
0 0

1
( ) ( ) sink k k k

k

T t X x T T X Aa x tω ω
∞

=

′′ ′′+ + = −∑ ;   

0k k
ka a
l
πω μ= = > . 

2 2
2 2

0 0
0

( ) ( sin , ) sin sin
2

l d x a lT t Aa x t X Aa t x A t
l l

ω ω ω′′ = − = − = −∫ . 

2 2 2

0

2( ) ( sin , ) sin cos
l

k k k k kT T t Aa x t X Aa t x x d x
l

ω ω ω μ′′+ = − = − =∫  

0 0
0 0

sin cos1 1sin | sin
l l

l lk k
k k

k k k k

x xxd x x x d xμ μμ μ
μ μ μ μ

⎡ ⎛ ⎞ −
= = − = ⋅ =⎜ ⎟⎢ −⎣ ⎝ ⎠
∫ ∫  

( ) ( )
2

2 2

1 21 ( 1) 1 ( 1) sin sink k
k

k k

Aa t t
l

ω γ ω
μ μ

⎤
= − − − = − − ≡⎥

⎦
. 

4) 
2 2 2 2

0 0 0 0 2
( ) sin ( ) sin

2 2
a l a lT t A t T t C t C A t

l l
ω ω

ω
′′ = − ⇒ = + +� . 

2 ( ) sin ( ) sin cos
o

kk k k k k k k kT T t t T t C t C tω γ ω ω ω′′+ = ⇒ = + �  
( ) sin cosk k kT t P t Q tω ω= +� . 

2 2 2( ) ( ) ( sin cos ) sink k k k k k kT T t P t Q t tω ω ω ω ω γ ω′′+ = − + ⋅ + = ⇒� �  

2 2
k

k
k

P γ
ω ω

⇒ =
−

,      0kQ = . 

2 2( ) sink
k

k

T t tγ ω
ω ω

=
−

�    при   k kaω μ ω= ≠ . 

2 2( ) ( ) ( ) sin cos sin
o

k
k k k k k k k

k

T t T t T t C t C t tγω ω ω
ω ω

= + = + +
−

�� . 

5) 0 0
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k k
k

u x t T t X x T t X x
∞

=

= + =∑  

2 2

0 0 02
sin ( )

2
a lC t C A t X x

l
ω

ω
⎧ ⎫

= + + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

�  

2 2
1

sin cos sin ( )k
k k k k k

k k

C t C t t X xγω ω ω
ω ω

∞

=

⎧ ⎫
+ + +⎨ ⎬

−⎩ ⎭
∑ � . 

0 0 0
1

( ,0) ( ) 0 0k k k
k

u x C X C X x C C
∞

=

= + = ⇒ = =∑� � � � . 
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2 2

0 0 2 2
1

( ,0) ( ) 0
2

k
t k k k

k k

a lu x C A X C X x
l

γ ωω
ω ωω

∞

=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
′ = + + + = ⇒⎨ ⎬ ⎨ ⎬

−⎩ ⎭⎩ ⎭
∑  

2 2

0 0
2
a lC A

lω
⇒ = − < ,         2 2

k
k

k k

C γω
ω ω ω

= −
−

. 

6) 
2 2 2 2

02
( , ) sin

2 2
a l a lu x t At A t X

l l
ω

ω ω
⎧ ⎫

= − + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

2 2 2 2
1

sin sin ( )k k
k k

k k k k

t t X xγ γω ω ω
ω ω ω ω ω

∞

=

⎧ ⎫
+ − + =⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
∑  

2

2 3 2 2
1

sin sin2 1 ( 1)( sin ) cos
2

k
k k

k
k k k

t ta l AaA t t x
l

ω ω ω ωω ω μ
ω μ ω ω

∞

=

−− −
= − − + ⋅ =

−∑  

2

2 2 2 3
0

sin sin cos4( sin ) .
2

n n n

n n n

t t xa l AaA t t
l

ω ω ω ω μω ω
ω ω ω μ

∞

=

−
= − − + ⋅

−∑  

Здесь для упрощения сделана замена индекса 2 1k n= + ; тогда 

(2 1) 0k n n
aa n
l
πω ω μ⇒ = = + > , причем nω ω≠ . Полученный ряд 

сходится правильно при всех значениях переменных x  и t ; порядок 

общего члена ряда 4

1O
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при n →∞  

Если одна из собственных частот системы (2 1) 0
2m m
aa m
l

πω μ= = + >  

совпадает с вынуждающей частотой mω ω=  при n m= , то в системе 
наступает резонанс и амплитуда колебаний возрастает со временем; 
соответствующий резонансный член ряда в этом случае равен 

5

4

2( , ) (sin cos ) cosm
Aa xu x t t t t

l a
ωω ω ω

ω
= − ⋅ . 

7) Проверка решения по всем условиям задачи и по размерностям. 
(0, ) 0xu t′ = ,     ( , ) 0 sin 0x nu l t lμ′ = =∵ .     ( ,0) 0u x = , 

2

02( ,0) ( cos ) |
2x t
a lu x A tω ω ω
ω =′ = − − +  

0 2 2 3
0

cos4 (cos cos ) | 0n n
n t

n n n

xAa t t
l

ωω μω ω
ω ω μ

∞

=
=

+ − ⋅ ⋅ =
−∑ . 
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2 2

2 2 2

2
2 2

2 2 2 2 3
0

1

sin sin1 40 sin ( )
2 ( )

n n
n

n n n

u u
x a t

t ta l AaA t
a l

ω ω ω ωω ω μ
ω ω ω μ

∞

=

∂ ∂
− =

∂ ∂

⎧ −
= + + − −⎨

−⎩
∑

 

2 2

2 2 2 3

sin sin1 cos
( )

n n n
n

n n

t t x
a

ω ω ω ωω ω μ
ω ω μ

⎫− +
− =⎬

− ⎭
 

(2 1) 0n n
aa n
l
πω μ⎡ ⎤= = = + > =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

{
2

3 2 2

0

1 4sin sin sin sin
2 n n n n

n

AaAl t t t t
l

ω ω ω ωω ω ω ω ω
∞

=

= + − + + −∑  

}2
3 2 2 2

0

cos 1 4 1sin sin cos sin
( ) 2

n
n n n

nn n n

x At Al t x t
l

μωω ω ω μ ω
ω ω ω μ

∞

=

− = − =
− ∑  

2 2
0

1 4 1sin cos (2 1)
2 (2 1)n

l xA t l n
n l

πω
π

∞

=

⎧ ⎫
= − ⋅ + =⎨ ⎬+⎩ ⎭

∑  

2

2 2
0

4 1 cos (2 1) sin
8 (2 1)n

Al x n t
n l

π π ω
π

∞

=

⎧ ⎫
= − + =⎨ ⎬+⎩ ⎭

∑  

2 2

2

4 21 sin sin
8 8

Al x t A x t
l

π π ω ω
π

⎧ ⎫⎛ ⎞= − − =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

 

(см. Приложение 1, формула 14). 

По условиям задачи 3 3

[ ][ ] u WA
L L

= = , [ ] La
T

= , [ ] [ ] [ ] 1n nt t xω ω μ= = = . 

Поэтому получили 
2 2

2 3 3 3
2 3 3

1[ ] [ ] [ ]L L T W Wu A LT A L L L W
T T L T L L

= + = + ⇒ . 

 
№ 3.15 (С). Однородное волновое уравнение со сложным неодно-

родным граничным условием смешанного типа (третьего рода). 
2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) (0, ) , ( , ) 0.
( ,0) ( ,0) 0.
x

t

u u
x a t

u t u t At u l t
u x u x

χ

⎧ ∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ − = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x t
x l t

A a l constχ

=
≤ ≤ ≤ < ∞

= >
 

 



100________________________________________________Б. В. Кондратьев, Н. И. Лесик 
 

1) Приведем граничные условия к однородным с помощью замены 
( , ) ( , ) ( ) ( )u x t v x t t x tα β= + + . 

(0, ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) ( )x xu t u t v t t v t t Atχ α χ χ β′ ′− = + − − = ⇒  

(0, ) (0, ) 0xv t v tχ′⇒ − =     при  ( ) ( ) 0t tα χ β− = . 

( , ) ( , ) ( ) ( ) 0 ( , ) 0u l t v l t t l t v l tα β= + + = ⇒ =    при  ( ) ( ) 0a t l tβ+ = . 
( ) ( ) ,
( ) ( ) 0.
t t At
t l t

α χ β
α β

− =⎧
⎨ + =⎩

           
1

1 0
1

l
l

χ
χ

−
Δ = = + ≠ . 

( ) Attα =
Δ

,    ( ) Al ttβ −
=

Δ
. 

( , ) ( , )
1

l xu x t v x t At
lχ
−

= −
+

. 

2 2

2 2 2

1 0.

(0, ) (0, ) 0, ( , ) 0.

( ,0) 0, ( ,0) ( ).
1

x

t

v v
x a t

v t v t v l t
l xv x v x A A l x
l

χ

χ

⎧ ∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ − ⋅ = =⎨

⎪ −′⎪ = = ≡ −
+⎪⎩

�

 

 

   
( , ).

0 , 0 .
v v x t

x l t
=
≤ ≤ ≤ < ∞

 

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 

Положим 
1

( , ) ( ) ( )k k
k

v x t T t X x
∞

=

=∑ , тогда для определения множества 

базисных собственных функций ( )kX x  нужно в гильбертовом простран-
стве 2 (0, |1)L l  решить краевую задачу: 

 
ˆ ( ).

(0) (0) 0,
( ) 0.

DX X x
X X
X l

λ
χ

⎧ =
⎪ ′ − =⎨
⎪ =⎩

 

Здесь 
2

2
ˆ dD

dx
=  – эрмитов оператор 

и 2 0λ μ= − <  – спектр его  
собственных значений. 

Уравнение 2 ( ) 0X X xμ′′ + =  имеет общее решение  
( ) sin cosX x C x C xμ μ= + � , где постоянные С, Ĉ  и μ  находятся из 

граничных условий 
(0) (0) 0.

( ) sin cos 0.

X X C C

X l C l C l

χ μ χ

μ μ

⎧ ′ − = − =⎪
⎨

= + =⎪⎩

�
�          Здесь  0C Cμ

χ
= ≠� .  
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Для существования нетривиальных решений однородной системы 
линейных уравнений определитель этой системы должен равняться нулю 

cos sin 0
sin cos

l l
l l

μ χ
μ μ χ μ

μ μ
−

Δ = = + = , 

откуда получим дисперсионное уравнение 0tg l μμ
χ

= − ≠  для опреде-

ления множества собственных значений 2 0.λ μ= − <  Если обозначить 

0,lμ ξ= >  то уравнение 0tg
l

ξξ
χ

= − ≠  можно решить графическим 

методом, определив абсциссы точек пересечения графиков функций 

1( )f tgξ ξ=  и 2 ( )f
l
ξξ
χ

= − . 

 

 
 

По графику находим бесчисленное множество положительных 
корней дисперсионного уравнения, равных  1, 2 3, , ...ξ ξ ξ  , – это абсциссы 
точек пересечения тангенсоид 1( )f tgξ ξ=  и наклонной прямой 

2( ) 0f
l
ξξ
χ

=− <  ⎛⎜
⎝
здесьlim (2 1) 0

2kx
kπξ

→∞

⎞⎛ ⎞− − =⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠
, которые определяют диск-

ретный спектр собственных значений нашей задачи 2 2( ) 0k
k k l

ξλ μ= − = − <  

при k N∈ . Неположительные корни не нужно рассматривать, так как 
0 0μ =  и 0 ( ) 0,X x ≡  а числа k kμ μ− = −  при всех значениях k Z∈ .  

Каждому собственному числу 2 0k kλ μ=− <  соответствует единствен-

ная собственная функция ( ) sin cosk
k k kX x C x xμμ μ

χ
⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 sin( ),k k kC xμ ϕ+  
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где амплитуда 
2

21 0k
kC C μ

χ
= + ≠  и фаза 0k

k arctg μϕ
χ

= > . Причем, 

в силу эрмитовости (сопряженности) оператора 
2

2
ˆ dD

dx
= , разным собст-

венным значениям kλ  (которые имеют различные номера k N∈ ) в гиль-
бертовом пространстве 2 (0, |1)L l  соответствуют различные и взаимно 
ортогональные собственные функции ( )kX x , т. е. скалярное произведение  

0

( , ) ( ) ( ) 0
l

k k k kX X X x X x d x′ ′= =∫      при  .k k′≠  

Однако норма полученных собственных функций отлична от 
единицы, что затрудняет разложение в ряды по таким собственным 
функциям. Поэтому нужно определить их норму 2( , ) || || 0;k k kX X X= >  
при этом получим 

2 2

0

|| ( ) || ( , ) | ( ) |
l

k k k kX x X X X x dx≡ = =∫  

( )2 2 2

0 0

1| | sin ( ) | | 1 (2 2 )
2

l l

k k k kC x d x C cos x dxμ ϕ μ ϕ= + = − + =∫ ∫  

( )

( )

2
0

2

1 1| | sin 2 2 |
2 2

1 1| | sin(2 2 ) sin 2
2 2

l
k k

k

k k k
k

C l x

C l l

μ ϕ
μ

μ ϕ ϕ
μ

⎡ ⎤
= − + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − + − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2 21 1 1 1| | sin cos ( 2 ) | | cos ( 2 ) .
2 2k k k k k

k

C l l l C l lμ μ ϕ μ ϕ
μ χ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + = + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
 

         Здесь с использованием дисперсионного уравнения, произведена 

замена 
1 1sin cosk k

k

l lμ μ
μ χ

= − . Далее обозначим 

cos cos( 2 ) cos (cos cos 2 sin sin 2 )k k k k k k k kQ l l l l lμ μ ϕ μ μ ϕ μ ϕ≡ + = − =  
2 2cos (cos2 sin 2 ) cos (cos2 sin 2 )k

k k k k k k kl tg l l μμ ϕ μ ϕ μ ϕ ϕ
χ

= − = + =
 

2 2
2

2 2 2 2

2cos k k k
k

k k

l χ μ μ χμμ
χ μ χ χ μ

⎛ ⎞−
= ⋅ + ⋅⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

, где использованы формулы представ-

ления синуса и косинуса через тангенс половинного угла k
ktg μϕ

χ
=  вида 
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2 2 2

2 2 2

1cos2
1

k k
k

k k

tg
tg

ϕ χ μϕ
ϕ χ μ

− −
= =

+ +
,     0k

ktg μϕ
χ

= > ; 

2 2 2

2 2sin 2
1

k k
k

k k

tg
tg
ϕ χ μϕ
ϕ χ μ

= =
+ +

;     2 2cos 2 sin 2 1k kϕ ϕ+ = . 

При этом выражение в круглых скобках обращается в единицу 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 1k k k k k

k k k

χ μ μ μ χ χ μ μ
χ μ χ χ μ χ μ

− − +
+ ⋅ = =

+ + +
 

и упрощается значение величины 

2
2 2 2

1cos 1
1k

k k

Q l
tg l

χμ
μ μ χ

= = = <
+ +

. 

Теперь норма оказывается равной  

2 2
2 2

1|| ( ) || | | 1
2k

k

X x C l χ
μ χ

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

Эта норма станет единичной, если произвольную постоянную С 
выбрать в виде 

2 22 / 0
k

C l χ
μ χ

⎛ ⎞
= + >⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

Тогда ортонормированная система собственных функций (ортов) 
примет окончательный вид 

2 2( ) 2 / sin( ) sin( )k k k k k k
k

X x l x N xχ μ ϕ μ ϕ
μ χ

⎛ ⎞
= + ⋅ + ≡ +⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

и будет выполняться требование нормировки ( , )k k kkX X δ′ ′=  при 

,k k N′∈ . Очевидно, при 0χ =  получили  
2k
πϕ = . Тогда дисперсионное 

уравнение будет иметь решение (2 1) 0
2k k

l
πμ = + ≠  при 0k Z∈ , 

а собственные функции находятся из табл. 1 (третья строчка). 
3–4) Вывод и решение дифференциального уравнения для функции ( )kT t . 

2 2
2

2 2 2 2
1

1 1
k k k k k

k

v v T X T X
x a t a

μ
∞

=

∂ ∂ ⎧ ⎫′′− = − − =⎨ ⎬∂ ∂ ⎩ ⎭
∑  
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{ }2 2
2

1

1 ( ) ( ) 0 ( ) 0k k k k k k k
k

T a T X x T T t
a

μ ω
∞

=

− ′′ ′′= + = ⇒ + =∑ ,     0k kaω μ= > . 

Решение этого уравнения очевидно ( ) cos sink k k k kT t C t C tω ω= + � , где kC , 

kC const=�  – постоянные интегрирования. Тогда 

{ }
1 1

( , ) ( ) ( ) cos sin ( )k k k k k k k
k k

v x t T t X x C t C t X xω ω
∞ ∞

= =

= = +∑ ∑ � . 

5) Определение постоянных kC  и kC�  из начальных условий. 

1
( ,0) ( ) 0 0k k k

k

v x C X x C
∞

=

= = ⇒ =∑ . 

( )
1

( ,0) ( ) ( ) ( ),t k k k k k k
k

v x C X x A l x C A l x Xω ω
∞

=

′ = = − ⇒ = − =∑ � � � �  

{ 0
0

( ) sin ( ) ( )cos( ) |
l

lk
k k k k k

k

ANA N l x x d x l x xμ ϕ μ ϕ
μ

= − + = − − + +∫
��  

} { }2
0

cos( ) cos sin ( ) sin
l

k
k k k k k k k

k

ANx d x l lμ ϕ μ ϕ μ ϕ ϕ
μ

+ + = − + + =∫
�

 

2
k

k

A N
μ

=
�

{ } 2 2 2
cos 0 k k

k k k k
k k

ANl tg l μχϕ μ ϕ μ
μ χμ χ

⎛ ⎞
− + = ⋅ + =⎜ ⎟

+ ⎝ ⎠

�
 

2 2 2 2 2
0k k

k

k k k k

AN ANC
aμ μ χ μ μ χ

= ⇒ = >
+ +

�         0
1

AA
lχ

= >
+

� . 

6) Окончательный вид решения. 

1

( ) ( )( , ) ( , ) sin ( )
1 1k k k

k

At l x At l xu x t v x t C t X x
l l

ω
χ χ

∞

=

− −
= − = − =

+ +∑ �  

2 2 2
1

2 2

sin( ) sin2 ( )
1

k k k

k k k

k

x tA At l x
a ll

μ ϕ ω
χ χμ μ χ

μ χ

∞

=

+ −
= −

+++
+

∑ . 

Ряд сходится правильно при всех x  и t ; его общий член имеет порядок 

3

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k →∞ . Здесь 0k
k k

aa
l
ξω μ= = >  – собственные частоты. 
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Если 0χ = , получим ответ для задачи с простым граничным условием 

(0, )xu t At′ = , при этом (2 1)
2k k

l
πμ = −  и 

2k
πϕ = . 

7) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 

( , ) 0 sin( ) 0k ku l t lμ ϕ= + =∵ ;       ( ,0) 0u x = ; 

2 2 2
1

2 2

cos sin sin2(0, ) (0, ) k k k k
x

k k k

k

tAu t u t At At
a l

μ ϕ χ ϕ ωχ χ μ μ χ
μ χ

∞

=

−′ − = ⋅ + =
++

+

∑ ∵ 

cos sin cos 1 cos 1 0.k
k k k k k k k k

k k

tg μχ χμ ϕ χ ϕ μ ϕ ϕ μ ϕ
μ μ χ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∵

2 221
2

sin( ) 1 ( )( ,0) 2 0
1

k k
t

k k k

k

x A l xu x A
ll

μ ϕ
χ χμ μ χχ
μ

∞

=

+ −′ = ⋅ − =
+++ +

∑  – это равенство 

доказывается непосредственным разложением в ряд или проверяется 
с помощью предела. 

0( ,0) |tu x χ=′
2

1

2 1 sin ( ) ; 1
2 2k k

k k

A x A l x k n
l

π πμ ϕ
μ

∞

=

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= + − − = = = + =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑  

                  

2

2 2
0

8 11 cos (2 1) 0
8 (2 1) 2n

Al x x n
l n l

π π
π

∞

=

⎧ ⎫⎛ ⎞= − − − + =⎨ ⎬⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎩ ⎭
∑   

(см. Приложение 1, формула 14). 

По условиям задачи  

   
[ ] 1( , ) , [ ] , [ ] , [ ] , [ ] [ ] [ ] 1k k k

W Lu x t W A a x t
LT L T

χ μ ϕ ω= = = = = = =  

         Поэтому получили 31[ ] [ ] [ ]Tu A L A T L W
L L

= + ⇒ . 

 
№ 3.16 (C). Решение общего вида задачи для одномерного уравне-

ния колебаний (волнового) без приведения граничных условий 
к однородному виду (к нулям). 
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2 2

2 2 2

1 ( , ).

(0, ) ( ), ( , ) ( ).
( ,0) ( ), ( ,0) ( ).
x

t

u u F x t
x a t

u t t u l t t
u x f x u x g x

ϕ ψ

⎧ ∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ = =⎨

⎪ ′= =⎪
⎪⎩

 

 

( , ).
0 .
0 .

u u x t
x l
t

=
≤ ≤
≤ < ∞

 

1) Разделение переменных и решение краевой задачи с однород-
ными граничными условиями, подобными заданным. 

( , ) ( ) ( )k k
k

u x t T t X x=∑ ; где 2 ( ) 0X X xμ′′ − =  при (0) 0X ′ =  и ( ) 0X l = . 

Решение такой краевой задачи известно: 
2

2 (2 1) 0
2k k k
l
πλ μ ⎛ ⎞= − = − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 – бесконечный дискретный спектр 

собственных значений (чисел) при 0k ∈Ζ . 2( ) cosk kX x x
l

μ=  – базис 

(полное ортонормированное множество собственных векторов-ортов), 
для которого скалярное произведение задается в виде интеграла 

0

( , ) ( ) ( )
l

k k k k kkX X X X dξ ξ ξ δ′ ′ ′≡ =∫  – символ Кронекера. 

2) Вывод уравнения для функции ( )kT t , зависящей только от 
времени. 

( ) ( )2 2

1 1( , ) , , ( , )xx tt xx k tt k ku u F x t u X u X F X
a a

′′ ′′ ′′ ′′− = ⇒ − = . 

Введем обозначение 
0

( , ) ( , ) ( ) ( )
l

k k ku X u t X d T tξ ξ ξ≡ =∫ , далее 

0

( , ) ( , ) ( ) ( )
l

tt k tt k ku X u t X d T tξ ξ ξ′′ ′′ ′′≡ =∫ , 

0

( , ) ( , ) ( ) ( )
l

k k kF X F t X d F tξ ξ ξ≡ ≡∫ , 

( , )kf X ≡
0

( ) ( )
l

k kf X d f constξ ξ ξ = =∫ , 

( , )kg X ≡
0

( ) ( )
l

k kg X d g constξ ξ ξ = =∫ . 
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Воспользуемся одномерным представлением формулы Грина 

( , ) ( , )xx k ku X u X′′ ′′− ≡
0

(
l

ku X uξξ′′ −∫ 0) ( ) |lk k kX d u X u Xξξ′′ ′ ′= − =  

( , ) ( ) ( , ) ( ) (0, ) (0) (0, ) (0)x k k x k ku l t X l u l t X l u t X u t X′ ′ ′ ′= − − + =  

0 ( , ) ( ) (0, ) (0) 0k x ku l t X l u t X′ ′= − − + = ( )( ) ( ) ( ) (0) 0.k kt X l t Xψ ϕ′− − ≠  

Здесь 12( ) ( 1)k
k kX l

l
μ +′ = − , 

2(0)kX
l

=  отличны от нуля. 

Если заменить  2 ( )k k kX X xμ′′ = − , то получим 
2( , ) ( , ) ...xx k k ku X u Xμ′′ = − − = ( )2 ( ) ( ) (0) ( ) ( )k k k kT k t X t X lμ ϕ ψ ′= − − + . 

Поставив полученные выражения в уравнение задачи, приведем 
его к виду 

( )2
2

1( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k kT t t X t X l T t F t
a

μ ϕ ψ ′′− − + − = . 

Очевидно, это выражение и является искомым дифференциальным 
уравнением для функции  ( )kT t  

( )

2

2 2

( ) ( )

( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ).
k k k

k k k k

T a T t

a F t t X t X l a t

μ

ϕ ψ

′′+ =

⎡ ⎤′= − + + ≡ − Φ⎣ ⎦
 

Функция ( )k tΦ  введена для сокращения записей. 
3) Решение линейного неоднородного дифференциального уравне-

ния для функции ( )kT t . 
Сначала найдем решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения 
2( ) ( ) 0 ( ) sin cos ;

o o o o o

k k k k k k k kT a T t T t B at C atμ μ μ′′+ = ⇒ = +  

, .
o o

k kB C const=  
Решение исходного неоднородного дифференциального уравнения 

будем искать методом вариации произвольных постоянных 
( ) ( ) sin ( ) cosk k k k kT t B t a t C t atμ μ= + , для определения которых составим 

систему уравнений 
( ) sin ( ) cos 0,

( ) cos ( ) sin ( ).

k k k k

k k k k k
k

B t at C t at
aB t at C t at t

μ μ

μ μ
μ

′ ′+ =⎧
⎪
⎨ ′ ′− = − Φ⎪⎩
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Определитель этой системы 1 0Δ = − ≠  отличен от нуля, поэтому 
решение системы можно найти по правилу Крамера 

0 cos
1( ) ( ) cos ,

sin

k

k k k
k k k

k

a t
aB t t ata at

μ
μ

μ μ
μ

′ = = − Φ
− ΦΔ

 

sin 0
1( ) ( ) sin .

cos

k

k k k
k k k

k

a t
aC t t a taat

μ
μ

μ μ
μ

′ = = + Φ
− ΦΔ

 

Откуда сами величины ( )kB t  и ( )kC t  легко находятся интегрированием 

0

( ) ( ) cos
t

k k k k
k

aB t B a dτ μ τ τ
μ

= − Φ∫� ,  
0

( ) ( ) sin
k

t

k k k k
aC t C a dτ μ τ τ
μ

= + Φ∫� , 

где ,k kB C const=�� . 
Тогда общее решение неоднородного дифференциального уравне-

ния для функции ( )kT t  можно записать в виде 

0

( ) sin cos ( )( sin cos
t

k k k k k k k k
k

aT t B at C at at aμ μ τ μ μ τ
μ

= + + Φ − ⋅ +∫��

cos sin ) sin cosk k k k k ka t a d B at C atμ μ τ τ μ μ+ ⋅ = + −��  

0

( )sin ( )
t

k k
k

a a t dτ μ τ τ
μ

− Φ −∫ . 

4) Постоянные интегрирования kB�  и kC�  можно определить из 
начальных условий 

(0) 0 0k k k k kT C f C f const= + − = ⇒ = =� � , 

0

(0) 0 ( ) cos ( )
t

k k k k k k
k

aT a B a a t dμ μ τ μ τ τ
μ

⎛
′ = + − − Φ − +⎜

⎝
∫�  

) 0( ) sin ( ) | 0 0

.

k k t k k k

k
k

k

t a t t a B g

gB const
a

μ μ

μ

=+Φ − = + − = ⇒

⇒ = =

�

� . 

Теперь искомое решение неоднородного уравнения для функции 
( )kT t  запишем в окончательном виде 

0

( ) sin cos ( ) sin ( )
t

k
k k k k k k

k k

g aT t at f at a t d
a

μ μ τ μ τ τ
μ μ

= + − Φ −∫ . 
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5) Окончательный вид решения всей задачи получаем в виде ряда 
по собственным функциям ( )kX x , найденным для подобной задачи 
с однородными граничными условиями. 

0 0
( , ) ( ) ( ) sin cosk

k k k k k
k k k

gu x t T t X x at f at
a

μ μ
μ

∞ ∞

= =

⎧
= = + −⎨

⎩
∑ ∑  

0

0 0

( ) sin ( ) ( )

sin( ) ( ) ( )

t

k k k
k

l
k

k k
k k

a a t d X x

atg X d X x
a

τ μ τ τ
μ

μξ ξ ξ
μ

∞

=

⎫
− Φ − =⎬

⎭
⎧

= ⋅ +⎨
⎩

∫

∑ ∫
 

0

2

0 0

sin( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) (0)

l
k

k k
k

t l

k k

af X d X x
t a

a d F X d X

μξ ξ ξ
μ

τ ξ τ ξ ξ ϕ τ

∂
+ ⋅ −
∂

⎡
− + +⎢

⎣

∫

∫ ∫
 

0

sin ( )( ) ( ) ( )

sin( ) ( ) ( )

k
k k

k

l
k

k k
k k

a tX l d X x
a

atg X x X d
a

μ τψ τ τ
μ

μξ ξ ξ
μ

⎫−′ ⎤+ ⋅ =⎬⎦
⎭

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫

 

0

sin( ) ( ) ( )
l

k
k k

k k

a tf X x X d
t a

μξ ξ ξ
μ

⎛ ⎞∂
+ −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑∫  

2

0 0

sin ( )( , ) ( ) ( )
t l

k
k k

k k

a ta d F X x X d
a

μ ττ ξ τ ξ ξ
μ

⎛ ⎞−
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ∫  

2

0

2

0

sin ( )( ) ( ) (0)

sin ( )( ) ( ) ( )

t
k

k k
k k

t
k

k k
k k

a ta X x X d
a

a ta X x X l d
a

μ τϕ τ τ
μ

μ τψ τ τ
μ

⎛ ⎞−
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− ′− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫

∑∫
 

0 0

2

0 0

( ) ( , | ) ( ) ( , | )

( , ) ( , | )

l l

t l

g G x t d f G x t d
t

a d F G x t d

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

τ ξ τ ξ τ ξ

∂
= + −

∂

− − −

∫ ∫

∫ ∫
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2 2

0 0

( ) ( ,0 | ) ( ) ( , | )
t t

a G x t d a G x l t dξϕ τ τ τ ψ τ τ τ′− − − −∫ ∫ , 

где 
0

sin( , | ) ( ) ( )k
k k

k k

a tG x t X x X
a
μξ ξ
μ

∞

=

=∑  – функция Грина (источника) 

нашей задачи, записанная в виде равномерно сходящегося ряда. 

Временной множитель 
sin k

k

at
a
μ
μ

 называют ядром функции источника. 

Другие частные случаи функции Грина равны ( 0)tθ τ= − >  

0

sin( ,0 | ) ( ) (0)k
k k

k k

aG x X x X
a

μ θθ
μ

∞

=

=∑    при   
2(0) 0kX
l

= > ; 

                               0

sin( , | ) ( ) ( )k
k k

k k

aG x l X x X l
aξ

μ θθ
μ

∞

=

′ ′= ∑   

при   12( ) ( 1) 0k
k kX l

l
μ +′ = − ≠ . 

Очевидно, подобные общие формулы можно получить и при реше-
нии задач в других ортогональных системах координат для уравнения 
колебаний на плоскости и в пространстве. При этом в решении получа-
ются кратные интегралы по координатам и кратные ряды по собственным 
функциям вида ( , ) ( ) ( )kn k nФ x y X x Y y=  или подобные (см. ниже темы 5, 6 и 7). 

6) Проверка полученной формулы решения по всем условиям задачи 
и по размерностям. 

На концах рассматриваемого отрезка 0 x l≤ ≤  входящий в функцию 

Грина множитель 
2( ) cosk kX x x
l

μ=  при (2 1) 0
2k k
l
πμ = + > , найден-

ный для однородных граничных условий (0) 0kX ′ =  и ( ) 0kX l = , дает 
нулевой результат (0, | ) 0xG tξ′ =  и ( , | ) 0G l tξ =  (аналогично для 

( ,0 | )G xξ θ′  и ( , | )G x l θ ); поэтому полученная формула решения не 
может удовлетворять заданным неоднородным граничным условиям. 
Однако эта формула является решением нашей задачи везде внутри 
рассматриваемого интервала 0 x l< < , а граничные значения берутся из 
граничных условий задачи. 

При проверке выполнения первого начального условия 
( ,0) ( )u x f x=  в разрешающей формуле остается только второе слагаемое 
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0 0

( ,0) ( ) ( , | 0) ( ) ( ) ( )
l l

tu x f G x d f x d f xξ ξ ξ ξ δ ξ ξ′= = − =∫ ∫  – первое началь-

ное условие выполняется, так как ( ,tG x ξ′
0

| 0) ( ) ( ) ( )k k
k

X x X xξ δ ξ
∞

=

= = −∑ . 

При этом 0
0

sin( , | 0) ( ) ( ) 0k
k k t

k k

a tG x X x X
a
μξ ξ

μ

∞

=
=

= =∑ . 

При проверке второго начального условия ( ,0) ( )tu x g x′ =  
в разрешающей формуле остается только первое слагаемое 

0 0

( ,0) ( ) ( , | 0) ( ) ( ) ( )
l l

t tu x g G x d g x d g xξ ξ ξ ξ δ ξ ξ′ ′= = − =∫ ∫  – значит, выпол-

няется и второе начальное условие. Здесь использовали ( , | 0) 0t tG x ξ′′ = , 
а также производную  

0
0

( ) ( ,0 | ) ( ) ( , | )
t

t
d G x t G x l t d
d t ξϕ τ τ ψ τ τ τ =′⎡ ⎤− + − =⎣ ⎦∫  

( ) ( ,0 | ) ( ) ( ,0 | )
t

t
o

G x t d t G x t tϕ τ τ τ ϕ
⎡

′= − + − +⎢
⎣
∫  

0 0

( ) ( , | ) ( ) ( , | ) 0
t

t

t

G x l t d t G x l t tξ ξψ τ τ τ ψ
=

⎤
′′ ′+ − + − =⎥

⎦
∫ . 

При проверке того, что полученный ответ ( , )u x t  удовлетворяет урав-
нению задачи, сначала найдем нужные вторые производные от его частей 

2 2

2 2 2

2 2 2
2

0

1 ( , | )

1 ( ) sin ( ) ( ) 0;k k k k k
k

G x t
x a t

a at X x X
a

ξ

μ μ μ ξ
∞

=

⎛ ⎞∂ ∂
− ⋅ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞= − − − ⋅ ⋅ ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

2 2

2 2 2

2 2 2
2

0

1 ( , | )

1 ( ) cos ( ) ( ) 0.

t

k k k k k k
k

G x t
x a t

a a at X x X
a

ξ

μ μ μ μ ξ
∞

=

⎛ ⎞∂ ∂ ′− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞= − − − ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

Ниже при вычислении вторых производных по времени будем 
использовать формулу Лейбница о дифференцировании интеграла по 
параметру (здесь 0tθ τ= − > ): 
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2

2
0 0

( , ) ( , | )
t l

d F G x d
t

τ ξ τ ξ θ ξ∂
=

∂ ∫ ∫  

0 0 0

( , ) ( , | ) ( , ) ( , | )
t l l

d F G x d F t G x t t d
t t

τ ξ τ ξ θ ξ ξ ξ ξ
⎧ ⎫∂ ∂

= + − =⎨ ⎬
∂ ∂⎩ ⎭

∫ ∫ ∫  

[ ]
2

2
0 0

( , | 0) 0 ( , ) ( , | )
t l

G x d F G x d
t

ξ τ ξ τ ξ θ ξ∂
= = = +

∂∫ ∫  

0

( , ) ( , | 0)
l

tF t G x dξ ξ ξ′+ =∫
0

( , ) ( )
l

F t x dξ δ ξ ξ+ − =∫…  

2

2
0 0

( , ) ( , | ) ( , )
t l

d F G x d F x t
t

τ ξ τ ξ θ ξ∂
= +

∂∫ ∫ . 

Здесь воспользовались представлением δ -функции Дирака в виде 
ряда  

0
( , | 0) ( ) ( ) ( )t k k

k

G x X x X xξ ξ δ ξ
∞

=

′ = = −∑ . 

2

2
0

0

( ) ( ,0 | )

( ) ( ,0 | ) ( ) ( ,0 | 0)

t

t

t

G x d
t

G x d t G x
t t

ϕ τ θ τ

ϕ τ θ τ ϕ

∂
=

∂

⎧ ⎫∂ ∂ ′= + =⎨ ⎬
∂ ∂⎩ ⎭

∫

∫
 

2

2
0

( ) ( ,0 | )
t

G x t d
t

ϕ τ τ τ∂
= −

∂∫ ; 

так как   
0

( ,0 | 0) ( ) (0) ( ) 0t k k
k

G x X x X xδ
∞

=

′ = = =∑    при   0x ≠ . 

Аналогично предыдущему получим 
2 2

2 2
0

( ) ( , | ) ( ) ( , | )
t t

G x l d G x l d
t tξ ξ

θ

ψ τ θ τ ψ τ θ τ∂ ∂′ ′=
∂ ∂∫ ∫ . 

Здесь оказывается  

0
( , | 0) ( , | 0) ( ) ( )t k k l

k
G x l G x l X x X

t ξ ξξ
ξ ξ

∞

=
=

∂ ∂ ∂′ ′= = =
∂ ∂ ∂ ∑  

( )( ) 0l
l xx

l xξ
δδ ξ

ξ =

∂ −
= − = =
∂ −

   при   x l≠ . 
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Теперь очевидно, что полученное решение ( , )u x t  удовлетворяет 
заданному уравнению 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
0

1 1( ) ( , | )
lu u g t G x t d

x a t x a t
ξ ξ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫  

2 2

2 2 2
0

1( ) ( , | )
l

tf G x t d
x a t

ξ ξ ξ
⎛ ⎞∂ ∂ ′+ − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫  

2 2
2

2 2 2
0 0

1( , ) ( , | ) ( , )
t l

a d F G x t d F x t
x a t

τ ξ τ ξ τ ξ
⎛ ⎞∂ ∂

− − − + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫  

2 2
2

2 2 2
0

1̀( ) ( ,0 | )
t

a G x t d
x a t

ϕ τ τ τ
⎛ ⎞∂ ∂

− − − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫  

2 2
2

2 2 2
0

1( ) ( , | )
t

a G x l t d
x a t ξψ τ τ τ

⎛ ⎞∂ ∂ ′− − − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫  

0 0 0 ( , ) 0 0 ( , )F x t F x t= + − + − − = . 

Значит, полученная нами общая формула решения задачи ( , )u x t  
удовлетворяет уравнению задачи и всем поставленным условиям 
в декартовой системе координат Oxt  внутри полуполосы вида 

{ }0 , 0D x l t= < < ≤ < ∞ , что и требовалось доказать. 
Наконец, проверим совпадение всех размерностей в формуле ответа 

( , )u x t . Пусть [ ]( , )u x t W= , тогда 2[ ] WF
L

= , [ ] W
L

ϕ = , [ ] Wψ = , [ ]f W= , 

[ ] Wg
T

= , [ ] La
T

= , 1[ ]k L
μ =  и [ ] 1klμ = , 1[ ] 1k

La t T
L T

μ = = , 1[ ]kX
L

= , 

1[ ] T TG L
L L L

= = .   

Тогда   [ ( , )]u x t W≡ =  
2

2 2 2

1W T T L W T W T TL W L T L T W T
T L T L T L L L L L

⎛ ⎞= + + + + ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2

2 2

L TW W W W W
T L

⎛ ⎞
⇒ + ⇒ + ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 
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Тема 4. 
Стационарные задачи 

 
Решение двумерных стационарных задач эллиптического типа 

методом разложения по собственным функциям. 
Основные вопросы. Постановка и решение стационарных плоских 

(двумерных) задач математической физики для уравнений в частных 
производных эллиптического типа методом разложения по собственным 
функциям (разделения переменных). Обычный и многократный ряды 
Фурье; суммирование простейших рядов. Составление функции Грина 
(источника). Граничные условия Дирихле, Неймана и смешанные для 
дифференциальных уравнений Лапласа, Пуассона, Гельмгольца. Исполь-
зование метода конформных отображений для решения плоских 
(двумерных) стационарных задач. 
 

Литература: [1] – гл. 4, § 1 (1, 2).   [2] – гл. 18, § 1, 2. гл. 19, § 1, 2, 7. 
[4] – п. 33, 34.   [5] – гл. 8, § 3 № 19, 22, 54, 77.   [6] – гл. 4, §1–6. 
 

Задания: [7] – № 180–183, 188.   [8] – гл. 4, № 95, 101. гл. 7, № 17, 22. 
 

№ 4.1 (А). Решение задачи Дирихле для неоднородного уравнения 
Гельмгольца (амплитуд) внутри прямоугольника. Вывод функции Грина 
(источника).  

 

l
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Постановка задачи: 
2

2 ( ) ( ).
| ( ).C

u u M F M
u f M

χ⎧Δ + =
⎨

=⎩
 

( , )M x y  – точка измерения (параметры интегрирования). 
( , )M ξ η′  – точка источника (заряда) (переменные интегрирования). 

2 2| | ( ) ( ) 0M M x yρ ξ η′= = − + − > . 
ABCDσ = ,  – заданная прямоугольная область l s×  и C σ= ∂  – ее 

граница. 
nG  – вектор внешней нормали к контуру C . 

2 2

2 2 2x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

 – двумерный оператор Лапласа. 

2
2D̂ χ= Δ + ;   0constχ = ≥ . 

( ) ( , )u u M u x y= ≡  – искомая функция. 
( , ) , ( , )M x y M Cσ ξ η σ′∈ ∈ ∪ ;   0 , , 0 ,x l y sξ η≤ ≤ ≤ ≤ . 

1) Граничное условие | ( )Cu f M=  не всегда удается всюду сделать 
однородным. 

2) Постановка и решение краевой задачи для оператора Лапласа 
в двумерном случае (граничные условия выбираются по аналогии с 
заданными, но эти новые условия предполагаются всегда однородными). 

2 ( ).
| 0.
кn кn кn

kn C

Ф Ф МλΔ =⎧
⎨Φ =⎩

 

( ) ( , ) ( ) ( )кn кn к nФ М Ф х у Х х Y y≡ =  – собственные функции; 
2 0кn knλ μ= − <  – собственные значения. 

Здесь после разделения переменных находят значения функций 
( )kX x  и ( )nY y  из краевых задач (см. табл. 1). 

2

2

2( ) sin , 0, ; (0, |1).

2( ) sin , 0, ; (0, |1).

k k k

n k n

kX x x k N L l
l l

nY y y n N L s
s s

πμ μ

πμ μ

= = > ∈

= = > ∈

 

2 2
2 2 2 2

2 2 0k n кn k n
k n
l s

λ μ μ μ π
⎛ ⎞

= − = − − = − + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Множество функций ( , )кnФ x y  составляет ортонормированный базис 
в гильбертовом пространстве 2 ( ( , ) |1)L M x y σ∈  со скалярным произведе-
нием вида 

( , ) ( , ) ( , ) 1кn к n кn к nФ Ф Ф Ф d
σ

ξ η ξ η σ′ ′ ′ ′ ′≡ ⋅ ⋅ =∫ ∫  

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
l s

k k n n k k nnX X d Y Y dξ ξ ξ η η η δ δ′ ′ ′ ′= ⋅ =∫ ∫ ; 

здесь 2, || || ( , ) 1nn кn кnd d d Ф Ф Фσ ξ η′ = = =  – условие нормировки. 

( )2 2

2 2

( ) ( ) ( )

( )
k n k n

k n k n k n k n

Ф M X x Y y

X Y X Y X Yμ μ

Δ = Δ =

′′ ′′= + = − + =
 

2 ( )k n k n k n k n k n k nX Y X Y Ф Mμ λ λ= − = = . 

Ниже понадобятся разложения по базису ( )k nФ M  вида 

,

( ) ( )k n k n
k n

u M u Ф M=∑ , 

где ( , ) ( ) ( )k n k n k nu u Ф u M Ф M d const
σ

σ′ ′ ′= ≡ =∫∫  – искомая величина 

(координата), 

,

( ) ( )k n k n
k n

F M F Ф M=∑ , 

где   ( , ) ( ) ( )kn kn knF F Ф F M Ф M d const
σ

σ′ ′ ′= ≡ =∫∫  – известная. 

Здесь символ 
,k n
∑ означает сумму (ряд) по всем значениям ,k n N∈ . 

3) Проверка самосопряженности (эрмитовости) оператора 2
2D̂ χ=Δ +  

и определение величины (координаты) k nu . 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )k n k n k n k nDu Ф u DФ Du Ф u DФ d
σ

σ ′− = ⋅ − ⋅ =∫∫  

( )2

2
2 2

( )

( ) ( , ) ( , )

k n k n k n

k n k n k n k n k n

FФ u Ф d

F u u Ф u Ф
σ

λ χ σ

λ χ

′= − + =

= − + ≡ Δ − Δ =

∫∫  

2 2( )k n k nu Ф u Ф d
σ

σ ′= Δ ⋅ − ⋅Δ∫∫ . 
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Если записать формулу Остроградского–Гаусса 

V S

divA dV A ds⋅ =∫∫∫ ∫∫
G G Gw  для вектора A u grad v v grad u= −

G
 (здесь зам-

кнутая поверхность S  ограничивает объем V  и dS n dS=
G G

), то  
получим формулу Грина. Ее плоский случай имеет вид 

2 2( )
C

v uu v v u d u v dl
n nσ

σ ∂ ∂⎛ ⎞Δ − Δ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫v  (здесь C  – граница плоской 

области σ  и 
n
∂
∂

 – производная вдоль внешней нормали к этой границе; 

дифференциал дуги вдоль границы C  равен 2 2 )d l d x d y= + . 
Применив формулу Грина, получим окончательно 

2ˆ ˆ( , ) ( , ) ( )k n k n k n k n k n

k n
k n

C

Du Ф u DФ Ф u

Фu Ф u d l
n n

λ χ− = − + =

⎛ ⎞∂∂ ′= − =⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′∂ ∂⎝ ⎠
∫v

 

( ) ( ) 0k n
C

f M Ф M dl
n
∂′ ′ ′= − ≠
′∂∫v ,      где 2 2d l d dξ η′ = + . 

В нашей задаче Дирихле в интегралы подставлены заданные 
граничные условия | ( )Cu f M=  и | 0k n CФ = . Ниже (при решении задачи 
Неймана и смешанной) будут соответственно подставляться граничные 

условия вида ( )C
u f M
n

∂
=

∂
 или ( )C

u u f M
n

α
⎛ ⎞∂

+ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
. Тогда последний 

интеграл примет вид ( ) ( )k n
C

f M Ф M d l′ ′ ′+ ⋅∫v , т. е. заменится 1
n
∂

→ −
∂

. 

Результаты проверки операторов на эрмитовость оказываются отри-
цательными (разность скалярных произведений получается отличной от 
нуля). Однако удается получить равенство 

2( )k n k n k n k n
C

F u f Ф d l
n

λ χ ∂ ′− + = −
′∂∫v , 

откуда легко находится координата 

2

1
k n k n k n

k n C

u F f Ф d l
nλ χ

⎛ ⎞∂ ′= +⎜ ⎟′+ ∂⎝ ⎠
∫v . 
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4) Окончательный вид решения задачи и вывод функции Грина 
(источника). 

2
, ,

1( ) ( ) ( )k n k n k n k n
k n k n k n

u M u Ф M F Ф M
λ χ

= = +
+∑ ∑  

2
,

1 ( ) ( ) ( )кn к n
k n k n C

f M Ф M d l Ф M
nλ χ
∂′ ′ ′+ ⋅ ⋅ ⋅ =
′+ ∂∑ ∫>  

2
,

1( ) ( ) ( )кn кn
k n k n

F M Ф M Ф M d
σ

σ
λ χ

⎛ ⎞
′ ′ ′= +⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑∫∫  

2
,

1( ) ( ) ( )кn кn
k n k nC

f M Ф М Ф М d l
n λ χ

⎛ ⎞∂′ ′ ′+ ⎜ ⎟⎜ ⎟′∂ +⎝ ⎠
∑∫v . 

Если ввести функцию Грина (источника) по формуле 
/

2
, 1

1( , ) ( ) ( )кn кn
k n k n

G M M Ф М Ф М
λ χ

∞

=

′ ≡
+∑     при 2 0кnλ χ+ ≠ , 

то окончательный вид формулы решения будет 

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
C

u M f M G M M d l F M G M M d
n σ

σ∂′ ′ ′ ′ ′ ′= +
′∂∫ ∫∫v . 

В случае задач с граничными условиями второго и третьего рода 
(условий Неймана и смешанных) в первом интеграле окончательной 

формулы решения нужно сделать замену 1
n
∂

→ −
′∂

. 

Так как приведенное решение задач выражается через двойные 
ряды, практическое использование которых сложно и громоздко, а их 
сведение к однократному ряду (суммирование по одному из индексов) 
операция трудоемкая, то обычно многомерные задачи решаются методом 
последовательного разделения переменных, что и будет проведено ниже. 

Важно отметить, что общие формулы решения, аналогичные 
полученным выше, можно указать и для решения задач в других 
ортогональных системах координат. Аналогичные формулы получаются 
и для решения стационарных задач в пространстве. 

5) Проверка решения и свойства функции Грина. 
( , ) ( , ) ( )G M M G M M G ρ′ ′= =     при   | | 0MMρ ′= > . 

2
2 2

,

1ˆ ˆ( ) ( )M к n к n
k n k n

D G G G Ф М DФ Мχ
λ χ

′≡ Δ + = ⋅ =
+∑  
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( )/ 2
2

,

1 ( ) ( )к n к n к n
k n k n

Ф М Ф Мλ χ
λ χ

= + =
+∑  

,

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )к n к n
k n

Ф М Ф М M M x yδ δ ξ δ η′ ′= = ≡ − −∑ . 

Постановка задачи для функции Грина при граничных условиях 
Дирихле: 

2
2

ˆ ( , ) ( , ).
| 0.C

D G G G M M M M
G

χ δ⎧ ′ ′≡ Δ + =⎪
⎨

=⎪⎩
 

( , ) | ( , )CG M M M M
n

δ∂ ′ ′=
∂

 – дополнительное условие. 

Проверка выполнения уравнения Гельмгольца при решении задачи 
Дирихле: 

ˆ ˆ( ) ( ) ( , )M
C

D u M f M D G M M d l
n
∂′ ′ ′= ⋅ +
′∂∫v  

ˆ( ) ( , )F M DG M M d
σ

σ′ ′ ′+ ⋅ =∫∫  

0 ( ) ( , ) ( )F M M M d F M
σ

σ σ′ ′ ′= + ⋅ =∫∫ ; 

здесь   ˆ ( , ) 0CD G M M
n
∂ ′ =
′∂

. 

Для краевых задач Неймана и смешанной проверка выполнения 
уравнения Гельмгольца проводится аналогично:  

ˆ ˆ( ) ( ) ( , )M
C

D u M f M DG M M d l′ ′ ′= − ⋅ +∫v  

ˆ( ) ( , )F M DG M M d
σ

σ′ ′ ′+ ⋅ =∫∫  

0 ( ) ( , ) ( )F M M M d F M
σ

δ σ′ ′ ′= + =∫∫ ; 

здесь   ˆ ( , ) 0CDG M M ′ = . 
Проверка выполнения граничного условия при решении задачи 

Дирихле: 

( ) | ( ) ( , )C C
C

u M f M G M M d l
n
∂′ ′ ′= +
′∂∫v  

( ) ( , ) CF M G M M d
σ

σ′ ′ ′+ =∫∫w  

( ) ( , ) 0 ( )
C

f M M M d l f Mδ′ ′ ′= + =∫v . 
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В задачах Неймана и смешанной ставятся граничные условия 
противоположного вида ( , ) 0CG M M

n
∂ ′ =
∂

 и ( , ) | ( , )CG M M M Mδ′ ′= . 

По условиям задачи имеем размерности   [ ( , )] ,u x y Q=  

2[ ] QF
L

= ,   [ ]f Q= ,   1[ ]
L

χ = ,   2

1[ ]k n L
λ = ,   1[ ]k nФ

L
= . 

Тогда [ ] 1G =  и 21[ ] [ ] [ ]u f L F L Q
L

= + ⇒ . 

 
№ 4.2 (А). Решение смешанной краевой задачи для уравнения 

Гельмгольца внутри прямоугольника методом разделения переменных.  
 
 

2
2 ( , ) .
(0, ) 0, ( , ) 0.
( ,0) 0, ( , ) .

x

u u x y A y
u y u l y
u x u x s Bx

χ⎧Δ + =
⎪ ′ = =⎨
⎪ = =⎩

 

( , )u u x t= ; 

0 x l≤ ≤ ,    0 y s≤ ≤ . 
2 2

2 2 2x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

. 

, , , , 0A B l s constχ = > . 

1) Пара граничных условий по переменной [0, ]x l∈  уже однородна. 
2) Разделение переменных и решение краевой задачи по 

переменной x . 
Примем ( , ) ( ) ( )k k

k
u x y X x Y y=∑ , где ( )kX x  – собственная функция 

оператора 
2

2
ˆ dD

d x
=  с граничными условиями (0) ( ) 0k kX X l′ = = ; из табл. 1 

находим 
2( ) cosk kX x x
l

μ= ;   (2 1) 0
2k k

l
πμ = + > ;   0k Z∈ . 

3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kY y . 

{ }2 2
2

0

( , ) k k k k k k
k

u u x y X Y X Y X Yχ χ
∞

=

′′ ′′Δ + = + + =∑  

{ }2 2 2 2 2( ) 0k k k k k k
k

Y Y X pμ χ μ χ′′ ⎡ ⎤= − − = − = > =⎣ ⎦∑  

{ }2

0

( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k
k k

Y p Y y X x Ay y X xγ
∞

=

′′= − = =∑ ∑ , 
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где   
0

2( ) ( , ) cos
l

k k ky Ay X Ay x d x
l

γ μ= = =∫  

0
2 2sin ( 1)l k

k
k k

Ay Ayx
l l

μ
μ μ

= = − . 

Теперь искомое уравнение для функции ( )kY y  имеет вид 

2 2( ) ( ) ( 1)k
k k k k k

k

AyY p Y y y A y
l

γ
μ

′′ − = = − ≡ � ;   kA const=� . 

4) Решение дифференциального уравнения для функции ( )kY y . 
Общее решение соответствующего однородного уравнения, очевидно, 
будет 

1 2
( ) ( )k k

o
p y p y

k k k k k k kY y C e C e C sh p y C sh p s y−= + ≡ ⋅ + ⋅ −� . 
Для упрощения дальнейших вычислений общее решение пред-

ставлено в форме, где одно слагаемое обращается в нуль при 0y = , 
а другое – на противоположном конце при y s= . 

Частное решение уравнения, соответствующее его линейной правой 
части, тоже будем искать в виде линейной функции  

( ) ( , )kY y y constα β α β= + =� , 

тогда   2 2( ) 0 ( )k k k k kY p Y y p y A yα β′′− = − + = �� � . 
Приравнивая здесь коэффициенты при одинаковых степенях y , 

получим 0β =  и 1
2 2

2 ( 1)kk

k k k

A A const
p p l

α
μ

+= − = − =
�

. 

Окончательно общее решение линейного неоднородного урав-
нения второго порядка для функции ( )kY y  запишется в виде 

2

( ) ( ) ( )

2( ) ( 1) .

o

kk k

k
k k k k

k k

Y y Y y Y y

A yC sh p y C sh p s y
p lμ

= + =

= + − − −

�

�
 

Теперь искомую функцию ( , )u x y   можно представить  

0

2
0

( , ) ( ) ( )

2( ) ( 1) ( ),

k k
k

k
k k k k k

k k k

u x y X x Y y

A yC sh p y C sh p s y X x
p lμ

∞

=

∞

=

= =

⎧ ⎫⎪ ⎪= + − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑ �
 

где постоянные kC  и kC�   еще подлежат определению. 
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5) Напомним, что пара однородных условий по x  помогла опре-
делить базисные функции ( )kX x ; уравнение для функции ( , )u x y  позво-
лило записать уравнение для функции ( )kY y . Теперь пара граничных 
неоднородных условий по y  поможет определить постоянные kC  и kC� . 

Воспользуемся сначала однородным граничным условием при 
0y =  (как более простым) и получим 

{ }( ,0) 0 0 ( ) 0 0k k k k k
k

u x C C sh p s X x C= ⋅ + ⋅ − = ⇒ =∑ � � . 

Второе граничное условие при y s=  дает   

2

2( , ) 0 ( 1) ( )k
k k k

k k k

Asu x s C sh p s X x
p lμ

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ + − − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ( )k k
k

Bx X xβ≡∑ , 

где   
0

2( , ) cos
l

k k kB x X B x x dx
l

β μ= = =∫  

0
0

2 sin sin
l

l
k k

k

B x x x dx
l

μ μ
μ

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

( )2

cos 12 2( 1) ( 1) 1k kk
k

k k k

lB Bl l
l l

μ μ
μ μ μ

⎛ ⎞−
= − + = ⋅ − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Из второго граничного условия при y s=  находим 

( )2 2

2 2( 1) ( 1) 1k k
k k k k

k k k

As BC sh p s l
p l l

β μ
μ μ

− − = ≡ − −  

или окончательно  

2 2

2 ( 1) ( ( 1) 1) /k k
k k k

k k k

As BC l sh p s
l p

μ
μ μ

⎧ ⎫
= − + − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
, 

где   2 2 2 0k kp μ χ= − > ,   (2 1) 0
2k k
l
πμ = + > ,   0k Z∈ . 

6) Окончательный вид решения задачи. 

0

( , ) ( ) ( )k k
k

u x y Y y X x
∞

=

= =∑ 2
0

2 2( 1) cosk
k k k

k k k

AyC sh p y x
p l l

μ
μ

∞

=

⎧ ⎫⎪ ⎪− − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

( )2 2
0

2 ( 1)( 1) cos
k

k k
k k

k k k k k k

sh p yAs B Ayl x
l p sh p s p

μ μ
μ μ

∞

=

⎧ ⎫⎡ ⎤ −⎪ ⎪= + − − −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ , 
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где (2 1) 0
2k k

l
πμ = + > . Ряд сходится правильно (абсолютно и равномерно) 

при всех значениях x  и y . Общий член ряда имеет порядок 3

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при 

k →∞ . 
Отметим, что решения задач эллиптического типа получаются 

в виде быстро сходящихся рядов, выражающихся через экспоненты. 
Всегда метод разделения переменных дает ответ в форме простых одно-
кратных рядов Фурье, в то время как применение функции Грина 
в общей формуле дает ряды многократные – они неудобны для 
расчетов, а к однократным рядам сводятся сложно. 

7) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 

0(0, ) 0 (cos ) 0x k xu y xμ =′ ′= =∵ ;    ( , ) 0 cos 0ku l y lμ= =∵ ; 

{ } 0( ,0) 0 0yu x == =∵ " . 

( )2 2
0

2 ( 1)( , ) ( 1) cos
k

k
k k

k k k k k

As B Asu x s l x
l p p

μ μ
μ μ

∞

=

⎧ ⎫⎡ ⎤ −⎪ ⎪= + − − − =⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑  

2

2 1( 1) cosk
k

k k k

B l x
l

μ
μ μ

⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

2
0

4 ( 1) 2 1 cos (2 1)
2 1 (2 1) 2

k

k

l B x k
k k l

π
π π

∞

=

⎛ ⎞−
= − + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑  

24 2 1
4 8

l B x B x
l

π π
π π

⎛ ⎞⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

(cм. Приложение 1, формулы 8 и 11). 
По условиям задачи имеем размерности  [ ( , )] ,u x y Q=  

2 2
3

1 1[ ] , [ ] , [ ] , [ ]k k k
Q QA B p
L L L L

χ μ μ χ⎡ ⎤= = = = = − =⎣ ⎦
. 

Поэтому получим 

2 2
3 3

1[ ] (1) 1Q Q Qu L L L L L L Q
L L L L
⎧ ⎫⎡ ⎤= + ⋅ + ⇒⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

. 
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№ 4.3 (А). Решение смешанной краевой задачи для однородного 
уравнения Гельмгольца внутри прямоугольника. 

2
2 ( , ) 0.
(0, ) 0, ( , ) .
( ,0) ( , ) 0.

x

y y

u u x y
u y u l y A
u x u x s

χ⎧Δ + =
⎪ ′= =⎨
⎪ ′ ′= =⎩

( , )u u x y= ;  0 ; 0 .x l y s≤ ≤ ≤ ≤  
2 2

2 2 2 .
x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

 

, , , 0.A x l s const= >  

1) Приведение пары граничных условий по переменной x  к одно-
родным достигается заменой искомой функции ( , ) ( , )u x y v x y Ax= + . 
Построение базиса по уже однородной паре граничных условий для 
переменной y  с производными на обоих концах оказывается более 
громоздким. 

2 2
2 2

2 2 ( , ) .

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) ( , ) 0.

x

y y

v v v x y A x
x y

v y v l y
v x v x s

χ χ
⎧ ∂ ∂

+ + = −⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨
⎪ ′ ′= =⎪
⎪⎩

 

( , ).v v x y=  
0 ,
0 .

x l
y s

≤ ≤
≤ ≤

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи по 
переменной x . 
Примем ( , ) ( ) ( )k k

k
v x y X x Y y=∑ , где ( )kX x  – собственная функция 

оператора 
2

2
ˆ dD

d x
=  с граничными условиями (0) ( ) 0k kX X l′= = ; из 

табл. 1 находим 
2( ) sink kX x x
l

μ= ; (2 1) 0
2k k

l
πμ = + > ;   0k Z∈ . 

3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )kY y . 

{ }2 2
2

0

( , ) k k k k k k
k

u u x y X Y X Y X Yχ χ
∞

=

′′ ′′Δ + = + + =∑  

{ }2 2

0 0

( ) ( ) ( )k k k k k k
k k

Y p Y y X x A x X xχ γ
∞ ∞

= =

′′= − = − ≡∑ ∑ , 

где   2 2 2 0k kp μ χ= − > . 
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2 2

0

2( ,  ) sin
l

k k kA x X A x x dx
l

γ χ χ μ= − = − =∫
2

0
0

2 cos cos
l

l
k k

k

A x x xdx
l

χ μ μ
μ

⎧ ⎫
= ⋅ − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫  

2 2
1

0
2 1 20 sin ( 1)l k

k
k k k

A Ax const
l l

χ χμ
μ μ μ

+⎧ ⎫
= − = ⋅ − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

Теперь уравнение для функции  ( )kY y   примет вид 
2

2 1
2

2( ) ( 1)k
k k k k

k

AY p Y y
l

χγ
μ

+′′ − ⋅ = ≡ ⋅ − . 

4) Решение неоднородного линейного дифференциального уравне-
ния для функции ( )kY y . 

( )
o

kY y ( )k k k kC ch p y C ch p s y= ⋅ + ⋅ −�  – общее решение однородного 
уравнения, записанное в виде, удобном для удовлетворения граничных 
условий по переменной у; здесь ,k kC C const=� . 
Частное решение уравнения будем искать в линейной форме 
Y ( ) ( , )k y y constα β α β= + =� , тогда 

2

2 2 2

2Y ( ) ( 1)kk
k

k k k

Ay const
p p l
γ χ

μ
= − = ⋅ − =�  – частное решение неоднород-

ного уравнения оказывается постоянным. 
Тогда общее решение линейного дифференциального уравнения 

для функции ( )kY y  оказывается равным 

( ) ( ) Y ( )
о

k k kY y Y y y= + =�  
2

2 2

2( ) ( 1)k
k k k k

k k

AC ch p y C ch p s y
p l
χ

μ
= ⋅ + ⋅ − + ⋅ −� . 

5) Определение постоянных kC  и kC� из граничных условий по 
координате y. 

2

2 2

( , ) ( ) ( )

2( ) ( 1) ( ).

k k
k

k
k k k k k

k k k

v x y Y y X x

AC ch p y C ch p s y X x
p l
χ

μ

= ⋅ =

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ + ⋅ − + ⋅ − ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑ �
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{ }( ,0) 0 0 ( ) 0 0y k k k k k
k

v x C p sh p s X x C′ = − ⋅ + ⋅ = ⇒ =∑ � � . 

{ }( , ) 0 0 ( ) 0 0y k k k k k
k

v x s C p sh p s X x C′ = ⋅ − + ⋅ = ⇒ =∑ � . 

6) Окончательный вид решения задачи. 
2

2 2
0

2 ( 1)( , ) ( , ) sin
k

k
k k k

Au x y v x y Ax Ax x
l p
χ μ

μ

∞

=

−
= + = + ⋅ ⋅∑ , 

где (2 1) 0
2k k

l
πμ = + >  и 2 2 2 0k kp μ χ= − > . Полученный ряд сходится пра-

вильно при всех значениях переменных x и y; его общий член имеет 

порядок 4

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k →∞ . Здесь решение вообще не зависит от 

значений y . 
7) Проверка полученного решения по всем условиям, уравнению 

и по размерностям. 
(0, ) 0u y =  ,   ( ,0) ( , ) 0y yu x u x y′ ′= = ; 

2
2

0

2 ( 1)( , ) cos
k

x k
k k k

Au l y A l A
l p
χ μ

μ

∞

=

−′ = + ⋅ ⋅ =∑ cos cos( ) 0
2kl k πμ π= + =∵ . 

( )

2 2
2

2 2

2 2 2 2
2 2

0

( , )

2 ( 1)0 0 sin
k

k k
k k k

u u u x y
x y
AA x x
l p

χ

χ χ μ χ μ
μ

∞

=

∂ ∂
+ + =

∂ ∂

−
= + + ⋅ − + + ⋅ =∑

2
2

0

2 1 ( 1) sin
2

k

k
k k

A l x x
l
χ μ

μ

∞

=

⎧ ⎫−
= − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑

2
2

2 2
0

8 ( 1) sin (2 1) 0
8 (2 1) 2

k

k

Al x x k
l k l

π πχ
π

∞

=

⎧ ⎫−
= − ⋅ + =⎨ ⎬

+⎩ ⎭
∑  

(см. Приложение 1, формула 12). 

По условию задачи имели размерности [ ]u(x,y) Q,=  [ ]A Q
L

= , 

[ ] 1 ,
L

χ =  [ ] [ ]s Ll = = . Тогда 2 2
2

1 1[u] Q QL L L Q
L L L L

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒ . 

8) Если 0χ =  (при этом уравнение Гельмгольца превращается в 
уравнение Лапласа), получаем совсем простое решение задачи u(x,y)=Ax. 
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№ 4.4 (В). Смешанная краевая задача (когда все граничные условия 
однородны) для уравнения Пуассона внутри прямоугольника. 

2 2

2 2 .

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) ( , ) 0.

x

y

u u Axy
x y

u y u l y
u x u x s

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′ = =⎪
⎪⎩

              
( , ).

0 , 0 .
, , 0.

u u x y
x l y s

A l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
 

1) Все граничные условия задачи заданы однородными. 
2) Разделение переменных и решение краевой задачи. 

Рассмотрим, например, оператор 
2

2
ˆ dD

d y
=  с граничными условиями 

Y´(0)=Y(s)=0; из табл. 1 найдем 
2Y ( ) cosk ky y
s

μ= ⋅ ;     (2 1) 0
2k k

s
πμ = + > ;     0k ∈] .     

Поэтому решение будем искать в виде разложения  

0

u(x, y) ( ) ( )k k
k

X x Y y
∞

=

= ⋅∑ . 

3–4). Вывод и решение дифференциального уравнения для 
функции ( )kX x . 

{ }
2 2

2
2 2 ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k

k k

u u X X x Y y A x y x Y y
x y

μ γ∂ ∂ ′′+ = − ⋅ = = ⋅
∂ ∂ ∑ ∑ . 

Здесь  ( ) ( , )k kx A x y Yγ = =  

00 0

2 2cos sin sin
s ss

k k k
k

AxA x y y dy y x y dy
s s

μ μ μ
μ

⎧ ⎫
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ ∫  

( )2
0

2 1 2( 1) cos ( 1) 1
s

k k
k k k

k k k

A x A xs y s x
s s

μ μ
μ μ μ

⎧ ⎫
= ⋅ − + ⋅ = ⋅ ⋅ − − ≡ Γ ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭
.  

2 ( )k k k kX X x xμ′′ − ⋅ = Γ ;        ( )2

2 ( 1) 1k
k k

k

A s const
s

μ
μ

Γ = ⋅ ⋅ − − = . 

Общее решение соответствующего однородного уравнения удобно 

записать в виде ( ) ( )k k k k kX x C sh x C ch l xμ μ= ⋅ + ⋅ −
D � , а частное решение 
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будем искать в виде линейной функции  ( )kX x xα β= +�  при , constα β =  

(соответственно виду правой части уравнения). Получим 2( ) k
k

k

X x x
μ
Γ

= −� . 

Таким образом, общее решение линейного неоднородного уравнения 
окажется равным  

2( ) ( ) ( ) ( ) k
kk k k k k k

k

ГX x X x X x C sh x C ch l x xμ μ
μ

= + = ⋅ + ⋅ − −
D �� , 

где ,k kC C� =const – постоянные интегрирования. 
5) Постоянные интегрирования легко определить, используя пару 

однородных граничных условий по переменной x; при этом получим 
(0) ( ) 0k kX X l′= = , а постоянные оказываются равными 0kC =�  и 

3 /k
k k

k

ГC ch lμ
μ

= . Tогда окончательно получим 

3( ) k k
k k

k k

sh xX x x
ch l
μ μ

μ μ
⎛ ⎞Γ

= ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

6) Окончательный вид решения задачи. 

0

5
0

( , ) ( ) ( )

( 1) 12 cos .

k k
k

k
k k

k k
k k k

u x y X x Y y

sh x sA x y
s ch l

μ μμ μ
μ μ

∞

=

∞

=

= ⋅ =

⎛ ⎞ − ⋅ −
= ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑
 

Полученный ряд сходится правильно, и его общий член  имеет 

наименьший порядок  3

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   при   k →∞ . 

7) Проверка решения по всем условиям задачи и по размерностям. 

(0, ) 0u y = ;         ( , ) 0 0k
x k x l

k

sh xu l y x
ch l
μ μ
μ =

′⎛ ⎞
′ = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∵ . 

0( ,0) 0 (cos ) 0y k yu x yμ =′ ′= =∵  ;            ( , ) 0 cos 0ku x s sμ= =∵ . 
2 2

2 2

2 2
5

0

( 1) 12 0 cos
k

k k k
k k k k

k k k k

u u
x y

sh x sh x sA x y
s ch l ch l

μ μ μμ μ μ μ
μ μ μ

∞

=

∂ ∂
+ =

∂ ∂

⎧ ⎫⎛ ⎞ − −⎪ ⎪= ⋅ ⋅ − − − ⋅ ⋅ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑
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2

2 ( 1) 1 cos
k

k
k k k

A x s y
s

μ
μ μ

⎛ ⎞−
= ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

2
0

4 ( 1) 2 1 cos (2 1)
2 1 (2 1) 2

k

k

As x y k
k k s

π
π π

∞

=

⎛ ⎞−
= ⋅ − ⋅ ⋅ + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑  

24 2 1
4 8

As yx A x y
s

π π
π π

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

Имеем размерности по условию задачи [ ( , )]u x y Q= , 

4

1[ ] , [ ] [ ] , [ ]k
QA l s L
L L

μ= = = = .   Поэтому 5[ ][ ] Au L Q
L

= ⇒ . 

8) Так как все граничные условия задачи однородные, то можно 

ввести для оператора Лапласа 
2 2

2 2 2x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

 единую двумерную 

собственную функцию ( , ) ( ) ( )kn k nx y X x Y yΦ = ⋅ , составленную из произве-
дения функций одномерных разных переменных (см. табл. 1) 

2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅ ,       (2 1) 0
2k k

s
πμ = + > ,      0k Z∈ ; 

2( ) cosn nY y y
s

μ= ⋅ ,      (2 1) 0
2n n

s
πμ = + > ,      0n Z∈ . 

А искать решение задачи будем в виде двойного ряда Фурье 

0 0 ,
( , ) ( ) ( ) ( , )k n k n k n k n

k n k n
u x y C X x Y y C x y

∞ ∞

= =

= ⋅ ⋅ ≡ Φ∑∑ ∑ ; здесь обязательно 

,
lim 0k nk n

C
→∞

= . Постоянную величину k nC  нетрудно определить 

( )
2 2

2 2
2 2 2

, ,
kn k n k n k n k n k n

k n k n
u C C

x y
μ μ

⎛ ⎞∂ ∂
Δ = ⋅ Φ + Φ = − + Φ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑  

, ,

( , ) ( , )k n k n k n k n k n
k n k n

C x y A x y x yλ γ= Φ = ≡ Φ∑ ∑ . 

Здесь двумерное собственное число является суммой обоих одно-
мерных собственных чисел, действительно 

2 2 2
2 2

2 2

(2 1) (2 1) 0
4k n k n k n

k n
l s

πλ λ λ μ μ
⎛ ⎞+ +

= + = − − = − + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 



130________________________________________________Б. В. Кондратьев, Н. И. Лесик 
 

Для определения коэффициента разложения k nC  запишем 
2 2( )k n k n k n k n k nC Cλ μ μ γ⋅ = − + = , где  

2 2

( 1) 1( 1)( , ) ( , ) ( , )
nk

n
k n k n k n

k n

sA x y A x X y Y A constμγ
μ μ

− ⋅ −−
= Φ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ; 

откуда   2 2 2 2

( 1) (1 ( 1) )
( )

k n
n

k n
k n k n

sC A μ
μ μ μ μ
− ⋅ − − ⋅

= ⋅
⋅ ⋅ +

 . 

Так что решение задачи окончательно получится в виде 
1

2 2 2 2
, 0

( 1) (( 1) 1)4( , ) sin cos
( )

k n
n

k n
k n k n k n

sAu x y x y
l s

μ μ μ
μ μ μ μ

+∞

=

− ⋅ − ⋅ −
= ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ +∑ , 

где (2 1) 0
2k k

l
πμ = + >  и (2 1) 0

2n n
s
πμ = + > . Полученный двукратный 

ряд сходится правильно (абсолютно и равномерно при всех значениях 

(0, )x l∈  и (0, )y s∈ ). Общий член ряда убывает порядка 4 3

1O
k n

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 при 

,k n →∞ . 
Заметим, что всегда (и в трехмерном пространстве также) много-

мерная собственная функция состоит из произведения одномерных 
собственных функций. А многомерное собственное число состоит всегда 
из суммы одномерных собственных чисел. Из множества собственных 
функций ( , )k n x yΦ  составляется базис, ортонормированный на плоскости 
(в двумерном случае); а скалярным произведением служат двойные 
интегралы. 

Ответ, полученный в задаче в виде двойного ряда Фурье, неудобен 
для практических расчетов, поэтому его следует просуммировать по 
одному из индексов и получить предыдущий ответ – однократный ряд. 
 

№ 4.5 (В). Решение задачи Неймана для уравнения Пуассона, когда 
все неоднородности постоянные. Проверка условия разрешимости задачи.  

2 2

2 2 .

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) 0, ( , ) .

x x

y y

u u A
x y

u y u l y
u x u x s B

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪⎪ ′ ′= =⎨

⎪ ′ ′= =⎪
⎪⎩

        
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x y
x l y s

A B l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
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1) Пара граничных условий по переменной x  однородна по 
условию. 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи по 
переменной x . 

0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
k k

u x y Y y X x Y y X x Y y X x
∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ + ⋅∑ ∑ , 

где 0
1 2( ) , ( ) cos ; , 0,1,2,3,...k k k

kX x X x x k
l ll

πμ μ= = ⋅ = =  (см. табл. 1). 

3) Вывод дифференциальных уравнений для функций 0 ( )Y y  и ( )kY y . 
2 2

2
0 02 2

1
( )k k k k

k

u u Y X Y Y X A
x y

μ
∞

=

∂ ∂ ′′ ′′+ = + − ⋅ ⋅ =
∂ ∂ ∑ . 

 0 0
0

( ) ( , ) 0
l d xY y A X A A l

l
′′ = = ⋅ = ≠∫         при k=0; 

2

0

2 2( ) ( , ) cos sin 0
l

k k k k k
k

AY Y y A X A x dx k
l l

μ μ π
μ

′′ − ⋅ = = ⋅ ⋅ = ⋅ =∫    

при  1, 2, 3, ... ( 0)k k= ≠ . 
4) Решение дифференциальных уравнений для функций 0 ( )Y y  

и ( )kY y . 
2

0 0 0
1( )
2

Y y Ay l C y C= + + � ; 

( ) ( )k k k k kY y C ch y C ch s yμ μ= ⋅ + ⋅ −�  ;              0k
k
l
πμ = > , 

где 0 0, , kC C C�  и kC�  – постоянные интегрирования. Теперь искомую 
функцию ( , )u x y  можно представить в виде 

{ }

2
0 0 0

1

1( , )
2

( ) ( ).k k k k k
k

u x y A y l C y C X

C ch y C ch s y X xμ μ
∞

=

⎛ ⎞= + + ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ⋅ + ⋅ − ⋅∑

�

�
 

5) Определение постоянных интегрирования из граничных условий 
по переменной y . 

0 0 0
1

( ,0) ( ) 0 0y k k k k k
k

u x C X C sh s X x C Cμ μ
∞

=

′ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ⇒ = =∑� � � � . 
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0 0
1

( , ) ( ) ( , )y k k k k
k

u x s As l X C sh s X x B As l B Xμ μ
∞

=

′ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ⇒ = =∑  

0

l d xB B l As B
l

= ⋅ = ⇒ =∫ ; 

0

2( , ) cos
l

k k k k kC sh s B X B x dx
l

μ μ μ⋅ = = ⋅ ⋅ =∫  

2 sin 0 0k k
k

B l C
l

μ
μ

= ⋅ = ⇒ = . 

6) Окончательный вид решения задачи. 
2 2

0 0
1 1( , ) ( ) 0
2 2

u x y A y l C X A y const= + ⋅ + = + ; 

т. е. задача решается только с точностью до аддитивного произвольного 
постоянного слагаемого. Переменная х в ответ не вошла. 

7) Проверка полученного решения по всем условиям задачи и по 
разностям. 

(0, ) ( , ) ( ,0) 0x x yu y u l y u x′ ′ ′= = =  – что очевидно. 

( , )y y su x s A y As B=′ = = =  – условие разрешимости задачи. 
2 2

2 2 2 0u uu A A
x y

∂ ∂
Δ ≡ + = + =

∂ ∂
. 

По условию задачи имеем размерности [ ]u(x,y) Q,=  

2[ ] , [ ]Q QA B
L L

= = . Поэтому 2[ ] [ ]u A L Q= ⋅ ⇒ . 

8) Вывод условия разрешимости задачи Неймана. 

Пусть такая задача 2 u FΔ =  и C
u f
n
∂

=
∂

 для искомой функции 

( , )u u x y=  поставлена внутри прямоугольника { }0 , 0x l y sσ = ≤ ≤ ≤ ≤  
с границей C σ= ∂  (n −G  внешняя нормаль к C ); функции ( , )f x y  
и ( , )F x y  непрерывны в области Cσ ∪ . В нашей плоской области 

формула Грина 2 2( ) ( )
C

u vv u u v d v u d l
n nσ

σ ∂ ∂
⋅Δ − ⋅Δ = −

∂ ∂∫∫ ∫v  (здесь d d x d yσ = ⋅  

и 2 2d l d x d y= + ) для двух функций – искомой ( , )u x y const≠  
и некоторой постоянной ( , ) 1v x y ≡  – принимает вид 
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( , ) ( , )
C

F x y d f x y d l
σ

σ⋅ =∫∫ ∫v , что и является необходимым условием 

разрешимости. Если в нашем случае принять ( , )F x y A=  и ( , )f x y B=  – 
постоянные, то условие разрешимости упростится 

0

( )
C l

A d x d y B d l B dx Al s Bl
σ

⋅ ⋅ = ⋅ ≡ − ⇒ =∫∫ ∫ ∫v   или  0As B= > . 
 

№ 4,6 (В). Смешанная краевая задача для уравнения Лапласа внутри 
прямоугольника. 

2 2

2 2 0.

(0, ) , ( , ) 0.
( ,0) 0, ( , ) .

x

y

u u
x y

u y Ay u l y
u x u x s Bx

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′ = =⎪
⎪⎩

                     
( , ).

0 , 0 .
, , , 0.

u u x y
x l y s

A B l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
     

1) Если привести к однородным, например, пару граничных условий 
по переменной x , то получим ( , ) ( , )u x y v x y A y= +  и задачу для новой 
функции ( , )v x y  

2 2

2 2 0.

(0, ) ( , ) 0.
( ,0) , ( , ) .

x

y

v v
x y

v y v l y
v x A v x s B x As

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′ = − = −⎪
⎪⎩

             
( , ).

0 , 0 .
v v x y

x l y s
=
≤ ≤ ≤ ≤

 

2) Разделение переменных и решение краевой задачи по 
переменной x . 

0

( , ) ( ) ( )k k
k

v x y Y y X x
∞

=

= ⋅∑ ,  где 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  и (2 1) 0.
2k k
l
πμ = + >  

3) Постановка задачи для функции  ( )kY y . 

( ) ( )

2

2

( ) 0.

2(0) ( , ) ,

1 2( ) , ( 1) .

k k k

k k
k

k
k k k

k

Y Y y

AY A X
l

Y s Bx As X B A s
l

μ

μ

μ
μ

⎧
⎪ ′′ − ⋅ =⎪
⎪⎪ ′ = − = −⎨
⎪
⎪
⎪ = − = ⋅ − − ⋅
⎪⎩
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4–5) Решение задачи для функции ( )kY y  и определение постоянных 
интегрирования.  

( ) ( ), ,k k k k k k kY y C ch y C sh s y C C constμ μ= ⋅ + ⋅ − =� � ,  

где (0)k k k kY C ch sμ μ′ = − ⋅ ⋅� ,   ( )k k kY s C ch sμ= ⋅ . Поэтому 

( ) 2 2

( )2 2( ) ( 1)k k k
k k

k k k k

ch y sh s yY y B A s A
ch s s ch s l
μ μμ

μ μ μ μ
−

= ⋅ − − ⋅ +
⋅ ⋅

. 

6) Окончательный вид решения задачи. 

0

( , ) ( ) ( )k k
k

u x y Ay Y y X x
∞

=

= + ⋅ =∑  

( ){ } 2
0

sin2 ( 1) ( )k k
k k k

k k k

xAy B A s ch y A sh s y
l ch s

μμ μ μ
μ μ

∞

=

= + ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ + ⋅ −
⋅∑ ,  

где (2 1) 0
2k k

l
πμ = + > . Этот ряд сходится лучше, чем 

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при k →∞ . 

7) Проверка решения по условиям задачи и размерностям. 

(0, )u y Ay= ,      ( , ) 0 (sin ) 0x k x lu l y xμ =
′ ′= =∵ . 

0 0

sin2 4 1( ,0) 1 1 sin (2 1) 0
2 1 2

k
y

k kk

x xu x A A k
l k l

μ π
μ π

∞ ∞

= =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫′ = − ⋅ = − ⋅ + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
+⎩ ⎭⎩ ⎭

∑ ∑ , 

{ } 2
0

sin2( , ) ( 1)k k
k

k k

xu x s As B A s
l

μμ
μ

∞

=

= + ⋅ ⋅ − − =∑  

2
0

2

4 2 ( 1) sin (2 1)
(2 1) 2 1 2

4 2
8 4

k

k

Bl As xAs k
k k l

Bl xAs As B x
l

π
π π

π π
π π

∞

=

⎧ ⎫−
= + − + =⎨ ⎬

+ +⎩ ⎭
⎛ ⎞

= + ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

(см. Приложение 1, формулы 15 и 5). 
По условию задачи имеет размерности [ ]( , ) ,u x y Q=  

[ ] [ ] ,QA B L= =  [ ] [ ] 1k kl sμ μ= = .  

Поэтому 21[ ] [ ] {[ ] [ ]}u A L B A L Q
L

= ⋅ + + ⋅ ⇒ . 
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№ 4.7 (С). Неоднородная задача Дирихле для уравнения Пуассона 
внутри прямоугольника. 

2 2

2 2 .

(0, ) 0, ( , ) .
( ,0) 0, ( , ) .

u u A x y
x y

u y u l y B
u x u x s C

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ = =⎪
⎪⎩

                    

( , ).
0 ,
0 .

, , , , .

u u x y
x l
y s

A B C l s const

=
≤ ≤
≤ ≤

=

     

1) Приведем к однородным пару граничных условий, например, по 

переменной x  с помощью замены ( , ) ( , ) xu x y v x y B
l

= + , где для 

функции ( , )v x y  получим видоизмененную задачу 
2 2

2 2 .

(0, ) ( , ) 0.

( ,0) , ( , ) .

v v A x y
x y

v y v l s
x xv x B v x s C B
l l

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪
⎪ = − = −
⎪⎩

         
( , ).

0 ,
0 .

v v x y
x l
y s

=
≤ ≤
≤ ≤

 

2). Разделение переменных и решение краевой задачи по 
переменной x . 

1

( , ) ( ) ( )k k
k

v x y Y y X x
∞

=

= ⋅∑ ,   где   
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅    и   k
k
l
πμ = >0 

(см. табл. 1). 
3) Постановка задачи для функции ( )kY y . 

( )

1
2 ( 1) 2( ) ( , ) .

( 1) 2(0) , .

1 2( ) , ( 1) ( ) .

k

k k k k k
k

k

k k k
k

k
k k k

k

Y Y y A x y X A yl A y
l

xY B X B B
l l

xY s C B X C C B D
l l

μ
μ

μ

μ

+⎧ −′′ − ⋅ = = ≡ ⋅⎪
⎪
⎪ −⎪ ⎛ ⎞= − = ⋅ ≡⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ = − = − − ⋅ − ≡⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

�

�

�

 

4) Решение уравнения для функции ( )kY y . 

( )
o

kY y ( )k k k kC sh y C sh s yμ μ= ⋅ + ⋅ −�  – общее решение однородного 
уравнения; ,k kC C const=�  – постоянные интегрирования. 
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Частное решение неоднородного уравнения ищется в виде 
( )kY y yα β= +�  (по виду правой части),  здесь , constα β = ; очевидно, 

найдем 2( )k k
k

yY y A
μ

= − �� . Тогда общее решение неоднородного 

уравнения получим 

3

( 1) 2( ) ( ) ( ) ( )
ko

kk k k k k k
k

Y y Y y Y y C sh y C sh s y A yl
l

μ μ
μ
−

= + = ⋅ + ⋅ − +�� . 

5) Определение постоянных kC  и kC�  из граничных условий по y . 

1

3
1

( , ) ( ) ( )

( 1) 2( ) ( ).

k k
k

k

k k k k k
k k

v x y Y y X x

C sh y C sh s y A yl X x
l

μ μ
μ

∞

=

∞

=

= ⋅ =

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ⋅ + ⋅ − + ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑ �
 

( ,0) ( ) k
k k k k

k k

Bxv x C sh s X x B C
l sh s

μ
μ

= ⋅ ⋅ = − ⇒ =∑
�� � . 

3

( 1) 2( , ) ( )
k

k k k
k k

v x s C sh s Asl X x
l

μ
μ

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

3

( 1) 2k

k k k
k

xC B C sh s Asl D
l l

μ
μ
−

= − ⇒ ⋅ − = � . 

6) Окончательный вид решения задачи. 

2
1

( , ) ( , )

2 ( 1)( ) ( 1)
k

k k

k k k

xu x y v x y B
l

sh yxB C C B Asl
l l sh s

μ
μ μ

∞

=

= + =

⎧⎡ ⎤−⎪= + ⋅ − − ⋅ − − ⋅ ⋅ +⎨⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎩

∑
 

2

( ) sin( 1)( 1)
k

k k k

k k k

sh s y xB Al y
sh s
μ μ

μ μ μ
⎫− −

+ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅⎬
⎭

, 

где  0k
k
l
πμ = >   и ряд сходится лучше, чем  

1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   при   k →∞ . 

7) Проверка полученного решения по условиям и размерностям. 
(0, ) 0u y = ,        ( , ) sin 0ku l y B lμ= =∵ . 
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1 1

2 ( 1) 2 ( 1)( ,0) sin sin

2 0.
2

k k

k
k kk

x B x B k xu x B x B
l l l k l

x B xB
l l

πμ
μ π

π
π

∞ ∞

= =

− −
= + = + ⋅ =

= − ⋅ =

∑ ∑
 

( )
1

2 1( , ) ( ) ( 1) sink
k

k k

xu x s B C C B x
l l

μ
μ

∞

=

= + ⋅ − − ⋅ − ⋅ =∑  

1 1

2 1 2 ( 1)sin ( ) sin
k

k k

x C k x k xB C B
l k l k l

π π
π π

∞ ∞

= =

−
= + ⋅ ⋅ − − ⋅ =∑ ∑  

2 21 ( )
2 2

x C x xB C B C
l l l

π π
π π

⎛ ⎞= + ⋅ − + − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(см. Приложение 1, формулы 3 и 1). 

По условиям задачи [ ]u(x,y) Q,=  4[ ] , [ ] [ ]QA B C QL= = = . 

Поэтому   4 41[ ] [ ] {[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] }u B C B A L B A L L Q
L

= + + + ⋅ + + ⋅ ⋅ ⇒ . 

 
№ 4.8 (С). 
Постановка задачи: 

2 2
2

2 2 ( , ) .

(0, ) 0, ( , ) .

( ,0) ( , ) 0.y

u u u x y A x y
x y

u y u l y B

u x u x s

χ
⎧ ∂ ∂

+ + ⋅ =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨
⎪ ′= =⎪
⎪⎩

        
( , ),

0 , 0 .
, , , , 0.

u u x y
x l y l

A B l s constχ

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
 

1–2) 
0

( , ) ( ) ( )k k
k

u x y X x Y y
∞

=

= ⋅∑ ,  

где   
2( ) sin , (2 1)

2k k kY y y k
s s

πμ μ= ⋅ = + >0. 

3) 

2 2 2 2
2

2( ) ( , ) ( 1) ; 0.

2(0) 0, ( ) ( , ) .

k
k k k k k k

k

k k k
k

A xX p X x A x y Y p
s

BX X l B Y
s

μ χ
μ

μ

⎧ ′′ − ⋅ = = ⋅ − = − >⎪
⎪
⎨
⎪ = = =⎪⎩
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4) 2 2

2( ) ( ) ( 1) ;k
k k k k k

k k

AxX x C sh p x C sh p l x
p sμ

= ⋅ + ⋅ − − ⋅ −�  , .k kC C const=�  

0

2 2
0

( , ) ( ) ( )

2( ) ( 1) ( ).

k k
k

k
k k k k k

k k k

u x y X x Y y

AxC sh p x C sh p l x Y y
p sμ

∞

=

∞

=

= ⋅ =

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ + ⋅ − − ⋅ − ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑ �
 

5) (0, ) ( ) 0 0.k k k k
k

u y C sh p l Y y C= ⋅ ⋅ = ⇒ =∑ � �  

2 2

2 2

2( , ) ( 1) ( )

2 ( 1) ( , ),

k
k k k

k k k

k
k k k

k k

Alu l y C sh p l Y y B
p s

AlC sh p l B Y
p s

μ

μ

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ − − − ⋅ = ⇒⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⇒ ⋅ − − −

∑
 

2
( 1) .

k

k k k
k k

C B Al sh p l
p

μ
μ

⎡ ⎤−
= + ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

6)   2 2
0

sin2 ( 1) ( 1)( , ) ;
k k

k k

k k k k k k k

sh x yu x y B Al A x
s p sh l p

μ μ
μ μ μ μ

∞

=

⎧ ⎫⎡ ⎤− −⎪ ⎪= ⋅ + −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑  

2 2 2 0, (2 1) 0.
2k k kp k

s
πμ χ μ= − > = + >  

7) (0, ) 0, ( ,0) 0, ( , ) 0 cos 0.y ku y u x u x s sμ′= = = =∵  

0 0

2 1 4 1 4( , ) sin sin (2 1)
2 1 2 4k

k kk

B B y Bu l y y k B
s k s

π πμ
μ π π

∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ + = ⋅ =
+∑ ∑  

(см. Приложение 1, формула 5). 

По условию имеем [ ]u(x,y) Q,=  4[ ] , [ ]QA B Q
L

= = , 1[ ] [ ] [ ]k kp
L

χ μ= = = . 

Поэтому   { }31[ ] [ ] [ ]u B A L L L Q
L

= + ⋅ ⋅ ⇒ . 
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№ 4.9 (С). Задача Неймана для уравнения Лапласа в прямоуголь-
нике с граничными условиями, допускающими решение. 

2 2

2 2 0.

(0, ) , ( , ) 0.

( ,0) , ( , ) 0.
x x

y y

u u
x y

u y Al u l y

u x As u x s

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪

⎪ ′ ′= + =⎨
⎪ ′ ′= − =⎪
⎪⎩

             
( , ),

0 , 0 .
, , 0.

u u x y
x l y s

A l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
 

1) Приведем пару граничных условий по переменной x  к одно-
родным с помощью замены 2( , ) ( , ) ( ) ( )u x y v x y y x y xα β= + ⋅ + ⋅ ; легко 

получить ( )y Alβ =   и  1( )
2

y Aα = − .  Поэтому  

( )2 21 1( , ) ( , ) (2 ) ( , ) ( )
2 2

u x y v x y A x l x v x y A l l x= + ⋅ − = + − − . 

2 2

2 2 .

(0, ) ( , ) 0.

( ,0) , ( , ) 0.
x x

y y

v v A
x y

v y v l y

v x As v x s

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪

⎪ ′ ′= =⎨
⎪ ′ ′= − =⎪
⎪⎩

              
( , ).

0 , 0 .
v v x y

x l y s
=
≤ ≤ ≤ ≤

 

2) 0 0
0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
k k

v x y X x Y y X x Y y X x Y y
∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ + ⋅∑ ∑ , 

где  0
1( )X x const
l

= = ,    
2( ) cosk kX x x
l

μ= ⋅ ;    0k
k

l
πμ = ≥ . 

3) 
2 2

2
0 02 2

1
( ) .k k k k

k

v v Y X Y Y X A
x y

μ
∞

=

∂ ∂ ′′ ′′+ = + − ⋅ =
∂ ∂ ∑  

0 0
0

( ) ( , ) .
l AY y A X dx A l const

l
′′ = = = =∫  

2

00

2 2( ) ( , ) cos sin 0
l l

k k k k k k
k

AY Y y A X A x dx x
l l

μ μ μ
μ

′′ − ⋅ = = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⇒∫  

2 ( ) 0k k kY Y yμ′′⇒ − ⋅ = . 
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4) 2
0 0 0

1( ) , ( ) ( )
2 k k k k kY y A y l C y C Y y C ch y C ch s yμ μ= + + = ⋅ + ⋅ −� � ; 

0 0, , ,k kC C C C const=� � . 

5) 2
0 0 0

1( , )
2

v x y A y C y C X⎛ ⎞= + + ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

{ }
1

( ) ( ).k k k k k
k

C ch y C ch s y X xμ μ
∞

=

+ ⋅ + ⋅ − ⋅∑ �  

0 0 0
1

( ,0) ( ) , 0y k k k k k
k

v x C X C sh s X As C As l Cμ μ
∞

=

′ = + − ⋅ = − ⇒ = − =∑ � � . 

( ) ( )0 0 0
1

( , ) 0 , 0y k k k k k
k

v x s As l C X C sh s X x C As l Cμ μ
∞

=

′ = + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⇒ =− =∑  

2 0
0 0

1 1( , ) ( ) 0 (2 ) .
2 2

Cv x y Ay l As l y C X Ay s y
l

= − + ⋅ + =− − +
��  

6) 
1( , ) ( , ) (2 )
2

u x y v x y Ax l x= − − =  

01 1(2 ) (2 )
2 2

CA x l x A y s y
l

= − − − + =
�

 

( )2 21 ( ) ( ) .
2

A y s x l const= − − − +  

Решение задачи находится только с точностью до произвольной 
аддитивной постоянной!  

7) 
2 2

2 2 2 1 1 0.u uu
x y

∂ ∂
Δ = + = − + =

∂ ∂
 

(0, ) ,xu y Al′ = +      ( , ) 0xu l y′ = ;     ( ,0)yu x As′ = − ,     ( , ) 0yu x s′ = . 

По условию 2[ ] QA L= , следовательно, размерности в формуле 

ответа совпадают. 
Проверим выполнение условия разрешимости 

2
C

ud l u d
n σ

σ∂
= Δ ⋅

∂∫ ∫∫v    при   C σ= ∂ . 

Для нашего уравнения Лапласа  2 0uΔ =   получим 

0 0

0 ( ,0) ( , )
l s

y x
C

u d l u x d x u l y d y
n

∂ ′ ′= ≡ − + +
∂∫ ∫ ∫v  
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0 0

( , ) ( ) (0, ) ( )y y
l s

u x s dx u y dy′ ′+ ⋅ − − ⋅ − =∫ ∫  

0 0 0Asl Al s= + + + − =  – условие выполняется. 
8) Решение уравнения Пуассона с постоянными условиями может 

быть найдено в виде многочлена: 
2 2( , ) .u x y Ax B x y C y D x E y F= + + + + +� �� � � �  

Найдем значение 2 2 2 0 ,u A C C AΔ = + = ⇒ = −� � � �    поэтому  
2 2( , ) ( ) .u x y A x y B x y D x E y F= − + + + +� � � � �  

Проверим соответствие граничных условий: 
(0, ) ,xu y By D Al′ = + = �� �                          ( ,0) ,yu x Bx E As′ = + = −� �  

( , ) 2 0;xu l y Al B D′ = + + =� � �                            ( , ) 2 0.yu x s As B x E′ = − + + =� � �  

Здесь 0B ≡� , так как все граничные условия постоянны; поэтому 
,D Al= ��    ,E As= − ��  

1
2 2 2

D EA Al s= − = = −� �� ,              .F const=�  

2 21( , ) ( ) 0
2

u x y A y x Al x As y F= − + + − + =�  

( )2 21 ( ) ( ) .
2

A y s x l const= ⋅ − − − +  
 

№ 4.10 (С). Решение уравнения Лапласа со смешанными гранич-
ными условиями внутри прямоугольника. Суммирование ряда в формуле 
решения задачи. 

2 2

2 2 2 0.

(0, ) , ( , ) 0.
( ,0) ( , ) 0.

x

u yu
x y

u y A u l y
u x u x s

⎧ ∂ ∂
Δ ≡ + =⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ′= =⎨
⎪ = =⎪
⎪⎩

               
( , ),

0 , 0 .
, , 0.

u u x y
x l y s

A l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
 

1–2) 
1

( , ) ( ) ( )k k
k

u x y X x Y y
∞

=

= ⋅∑ ;   
2( ) sink kY y y
s

μ= ⋅ ;   0k
k

s
πμ = > . 

3–4) 2 ( ) 0k k kX X xμ′′ − ⋅ = ;     ( ) ( ).k k k k kX x C sh x C ch l xμ μ= ⋅ + ⋅ −�  

5) { }
1

( , ) ( ) ( ).k k k k k
k

u x y C sh x C sh l x Y yμ μ
∞

=

= ⋅ + ⋅ − ⋅∑ �  
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1

( , ) ( ) 0 0.x k k k k k
k

u l y C ch l Y y Cμ μ
∞

=

′ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⇒ =∑  

0

(0, ) ( )

2( , ) sin

k k k k k
k

s

k k

u y C ch l Y y A C sh l

A Y A y d y
s

μ μ

μ

= ⋅ ⋅ = ⇒ ⋅ =

= = ⋅ ⋅ =

∑

∫

� �

 

( )
0

2 2cos 1 ( 1)
y

k
k

k k

A Ay
s s

μ
μ μ

= − ⋅ = ⋅ − − , 

где   2 (1 ( 1) ) .k
k k

k

AC ch s
s

μ
μ

= ⋅ − −�  

6) 
1 1

( )2 1 ( 1)( , ) ( ) ( ) sin
k

k
k k k

k k k k

ch l xAu x y X x Y y y
s ch l

μ μ
μ μ

∞ ∞

= =

−− −
= ⋅ = ⋅∑ ∑ ; 

0.k
k

s
πμ = >           

2 2 1
1 ( 1)

0 2
k k n

k n
∀ = +⎧

− − = ⎨ ∀ =⎩
;        0,1,2,3,...n =  . 

0

( ) sin4( , ) n n

n n n

ch l x yAu x y
s ch l

μ μ
μ μ

∞

=

−
= ⋅ ⋅∑ ;        (2 1) 0.n n

s
πμ = + >  

Ряд сходится быстро, так как 
( ) 0nxn

n

ch l x e
ch l

μμ
μ

−−
≅ →  при n →∞  

и 0 x l< < . 

7) ( ,0) 0u x = ,      ( , ) 0u x s = ;      ( , ) 0xu l y′ = , 

0 0

sin4 4 1 4(0, ) sin (2 1)
2 1 4

n

n nn

yA A y Au y n A
s n s

μ π π
μ π π

∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ ⋅ + = ⋅ =
+∑ ∑  

(Приложение 1, формула 5). 

{ }2 2

0

( )2 sin 0.n
x x y y n n n

n n

ch l xAu u y
s ch l

μμ μ μ
μ

∞

=

−′′ ′′+ = ⋅ − =∑  

Размерности [ ( , )] , [ ] [ ], [ ] [ ] 1n nu x y Q A u l yμ μ= = = = . Поэтому 

[ ] .Au L Q
s

⎡ ⎤= ⋅ ⇒⎢ ⎥⎣ ⎦
 

8) При решении стационарных задач внутри прямоугольника легко 
найти асимптоту решения вдоль той оси, где решение представлено 



Тема 4. Стационарные задачи_______________________________________________143 
 
монотонными функциями (не колебательными!); в нашем случае при   
l →∞  решение в горизонтальной полосе будет 

*

0 0

sin4 4 1( , ) Im ( )n nx zn

n nn n

yA Au x y e e z x i y z
s s

μ μμ
μ μ

∞ ∞
− −

= =

⎡ ⎤= ⋅ ⋅ = = = + = =⎣ ⎦∑ ∑  

(2 1)

0

4 4Im Imn

z z
n

s

n n

A Ae d e d
s s

πα
μ α α α

∞ − +−

=+∞ +∞

⎛ ⎞
= − ⋅ = − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫  

24 Im
z n

s s

n

A e e d
s

π παα
α

− −

+∞

⎛ ⎞
= − ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  

=
2

1sq e
πα−⎡

= <⎢
⎣

 – коэффициент геометрической прогрессии ⎤⎦= 

2
2

4 4 ( )Im Im
1 ( ) 1

z zs s

s s

A e A d ed
s e e

πα πα

π πα α
α

π

−

−
+∞ +∞

= − ⋅ = − ⋅ =
− −

∫ ∫  

4 1 1 2Imln Imln
2 1 2

zs

s

A e A zcth
e s

πα

πα

π
π π

+∞

−
= − ⋅ = =

+
 

2 ( ) 2 cos sinarg arg
2 cos sin

A x i y A sh i chth
s ch i sh

π ξ η ξ η
π π ξ η ξ η

+ ⋅ + ⋅ ⋅
= ⋅ = ⋅ =

⋅ − ⋅ ⋅
 

( )

2

2 ( ) ( )

2 ( )
1

A arctg cth tg arctg th tg

A tg ctg tgarctg
tg

ξ η ξ η
π

η ξ ξ
π η

= ⋅ ⋅ − ⋅ =

⋅ −
= ⋅ =

+

 

2 2
22 2 sin( cos )A ch sh A y sarctg tg arctg

ch sh sh x s
ξ ξ πη η

π ξ ξ π π
−

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅
⋅

 

при    
2

x
s

πξ = ,       
2

y
s

πη = . 

Для получения асимптотики s →∞  нужно переделать все решение 
заново в форме разложения в ряды по собственным функциям по 
переменной x . Суммирование в случае обоих ограниченных значений l  
и s  (прямоугольник) приводит к неэлементарным эллиптическим 
функциям. 
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№ 4.11 (С). Смешанная краевая задача для уравнения Лапласа 
внутри прямоугольника. Суммирование ряда в ответе. 

2 2

2 2 0.

(0, ) ( , ) 0.

( ,0) , ( , ) 0.
x

y

u u
x y

u y u l y

u x Ax u x s

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪

⎪ ′= =⎨
⎪ ′= =⎪
⎪⎩

              
( , ),

0 , 0 .
, , 0.

u u x y
x l y s

A l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
 

1–2) 
0

( , ) ( ) ( )k k
k

u x y X x Y y
∞

=

= ⋅∑ ;          
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅ ,  

(2 1) 0.
2k k

l
πμ = + >  

3–4) 2 ( ) 0k k kY Y yμ′′ − ⋅ = ;       ( ) ( ).k k k k kY y C sh y C ch s yμ μ= ⋅ + ⋅ −�  

5) { }
0

( , ) ( ) ( ).k k k k k
k

u x y C sh y C ch s y X xμ μ
∞

=

= ⋅ + ⋅ − ⋅∑ �  

( , ) ( ) 0 0.y k k k k k
k

u x s C ch s X x Cμ μ′ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⇒ =∑  

0

( ,0) ( ) ( , )

2 sin

k k k k k k
k

l

k

u x C ch s X x Ax C ch s Ax X

A x x dx
l

μ μ

μ

= ⋅ ⋅ = ⇒ ⋅ = =

= ⋅ ⋅ =

∑

∫

� �

 

2
00

2 2cos cos ( 1)
l l

k
k k

k k

A Ax x x dx
l l

μ μ
μ μ

⎧ ⎫⎪ ⎪= − ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ;  

2

2 ( 1)k
k k

k

AC ch s const
l

μ
μ

= ⋅ − =� . 

6) 2
0

( )2 ( 1)( , ) sin
k

k
k

k k k

ch s yAu x y x
l ch s

μ μ
μ μ

∞

=

−−
= ⋅ ⋅∑ ;    (2 1) 0.

2k k
l
πμ = + >  

Ряд сходится быстро, так как 
( ) 0k yk

k

ch s y e
sh s

μμ
μ

−−
≅ →  при k →∞  

и 0 .y s< <  
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7) (0, ) 0u y = ;       ( , ) 0 cos 0x ku l y lμ′ = =∵ .  

( )( , ) 0 ( ) 0.y k y sy
u x s ch s yμ =

′′ = − =∵  

2
0

2 ( 1)( ,0) sin
k

k
k k

Au x x
l

μ
μ

∞

=

−
= ⋅ =∑  

2

2 2 2
0

8 ( 1) 8sin (2 1) .
(2 1) 2 8

k

k

Al x Al xk A x
k l l

π π
π π

∞

=

−
= ⋅ ⋅ + = ⋅ =

+∑  

( )2 ( 1) {1 1} sin 0k k
x x y y k

k k

ch s yAu u x
l ch s

μ μ
μ
−′′ ′′+ = ⋅ − ⋅ − ⋅ =∑ ; 

(см. Приложение 1, формула 15).  

Размерности [ ( , )] ,u x y Q=  [ ] QA
L

= , [ ] [ ] 1k kl yμ μ= = . Поэтому 

[ ] .Au L Q
s

⎡ ⎤= ⋅ ⇒⎢ ⎥⎣ ⎦
 

8) Ряд, полученный в ответе, может быть просуммирован к эллипти-
ческим (неэлементарным) функциям; но в случае s →+∞  (в вертикаль-
ной полуполосе 0 x l≤ ≤  и 0 y≤ ≤ ∞ ) ряд можно просуммировать 
гораздо проще (воспользовавшись монотонными составляющими 
функций ряда): 

2 1
2 2 2

0 0

2 ( 1) 8 ( 1)( , ) sin Im
(2 1)

k

k k
y k

k
k kk

A Au x y e x q
l k

μ μ
μ π

∞ ∞
− +

= =

− −
= ⋅ ⋅ = =

+∑ ∑  

2 2

2
2

00

, , 1 0

8 ( 1)Im
2 1

i z y
l l

q k
k

k

q e z x i y q e y

Al q d q
k

π π

π

−

∞

=

⎡ ⎤
= = = + = < ∀ > =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞−
= ⋅ ⋅ =⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑∫
 

2
2 2

8 8Im ( ) Im
i z

lAl Alarctg i q arctg i e
π

π π

−⎛ ⎞
= ⋅ = ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 
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где функция 
0

( )
q d qarctg i q arctg q

q
= ⋅∫  – интегральный арктангенс 

(интеграл не берется в конечном виде). 
 
№ 4.12 (С). Задача Дирихле для уравнения Лапласа внутри прямо-

угольника. Суммирование ряда. 
2 2

2 2 0.

(0, ) , ( , ) 0.
( ,0) ( , ) 0.

u u
x y

u y A u l y
u x u x s

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ = =⎪
⎪⎩

                 
( , ),

0 , 0 .
, , 0.

u u x y
x l y s

A l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
 

1–2) 
1

( , ) ( ) ( )k k
k

u x y X x Y y
∞

=

= ⋅∑ ;   
2( ) sin , 0.k k k

kY y y
s s

πμ μ= ⋅ = >  

3–4) 2 ( ) 0k k kX X xμ′′ − ⋅ = ;          ( ) ( ).k k k k kX x C sh x C sh l xμ μ= ⋅ + ⋅ −�  

5) { }
1

( , ) ( ) ( ).k k k k k
k

u x y C sh x C sh l x Y yμ μ
∞

=

= ⋅ + ⋅ − ⋅∑ �  

( , ) ( ) 0 0.k k k k
k

u l y C sh l Y y Cμ= ⋅ ⋅ = ⇒ =∑  

0

(0, ) ( )

2( , ) sin

k k k
k

s

k k k k

u y C sh l Y y A

C sh l A Y A y d y
s

μ

μ μ

= ⋅ ⋅ = ⇒

⇒ ⋅ = = ⋅ ⋅ =

∑

∫

�

�
 

( )2 1 ( 1)k

k

A
sμ

= ⋅ − − ;            
2 (1 ( 1) ) .k

k k
k

AC sh l const
s

μ
μ

= ⋅ − − =�  

      6) 
1 1

( )2 1 ( 1)( , ) ( ) ( ) sin
k

k
k k k

k k k k

sh l xAu x y X x Y y y
s sh l

μ μ
μ μ

∞ ∞

= =

−− −
= ⋅ = ⋅ ⋅∑ ∑ ; 

0.k
k

s
πμ = >      

0

( ) sin4( , ) n n

n n n

sh l x yAu x y
s sh l

μ μ
μ μ

∞

=

−
= ⋅ ⋅∑  

при    (2 1) 0.n n
s
πμ = + >  

Ряд сходится быстро, так как 
( ) 0n xn

n

sh l x e
sh l

μμ
μ

−−
≅ →  при n →∞  

и 0 .x l< <  
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7) ( ,0) ( , ) 0u x u x s= = ;      ( , ) 0.u l y =         2 0.uΔ =  

0 0

sin4 4 1 4(0, ) sin (2 1) .
2 1 4

n

n nn

yA A y Au y n A
s n s

μ π π
μ π π

∞ ∞

= =

= ⋅ = ⋅ ⋅ + = ⋅ =
+∑ ∑  

(см. Приложение 1, формула 5). 

8) При больших значениях 1l >>  оказывается 
( ) 1n xn

n

sh l x e
sh l

μμ
μ

−−
≅ ≤ , 

поэтому при l →∞  получим решение задачи Дирихле в горизонтальной 
полуполосе 0 , 0x y s≤ < ∞ ≤ ≤ ; при этом решение записывается 
в виде 

(2 1)

0 0

sin4 4 1( , ) Im
2 1 2 1

n

z nx n s

n n

yA Au x y e e
n n

π
μ μ

π π

∞ ∞ − +−

= =

= ⋅ ⋅ = ⋅
+ +∑ ∑ ;    .z x i y= −  

Так как модуль 1
z x

s se e
π π

− −
= <  при 0x > , можно найти производ-

ную и просуммировать ряд как бесконечно убывающую геометрическую 
прогрессию 

(2 1)

2
0

4 4 2( , ) Im Im Imcsc .
1

zz sn
s

x
zn s

A A e A zu x y e h
s s s se

π
π

π

π
−

∞ − +

−=

′ = − = − = − ⋅
−

∑  

Воспользовавшись интегралом  ln
2

d th
sh

α α α
α+∞

=∫ ,  можно получить  

2 ( ) 2 ( )( , ) ( , ) Imln arg .
2 2

x

x
A x i y A x i yu x y u x y d x th th

s s
π π

π π+∞

− +′= = − = ⋅∫  

А зная формулу суммы аргументов для гиперболического тангенса 
2 sin 2( ) ,
2 cos2

sh ith i
ch

α βα β
α β
± ⋅

± =
+

 легко найти ответ в окончательной форме  

2 sin( , ) .A y su x y arctg
sh x s

π
π π

= ⋅  

 
№ 4.13 (С). Использование некоторых методов теории функций 

комплексного переменного при решении плоских стационарных задач 
математической физики. 

Докажем инвариантность оператора Лапласа при конформных 
отображениях. 
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Пусть переменная zz x i y D= + ∈ , где z z zD D C= ∪  – односвязная 
плоская область со сложной границей z zC D= ∂ . Пусть функция 

( ) ( , ) ( , )w f z u x y iv x y= = +  аналитична в области zD  и конформно 
отображает ее на область wD  с более простой границей .w wC D= ∂  

Поставим задачу Дирихле для неоднородного уравнения 
Гельмгольца  

2 2
2

2 2 ( , ) ( , ).

( , ).
zC

x y F x y
x y

g x y

χ
⎧∂ Φ ∂ Φ

+ + ⋅Φ =⎪ ∂ ∂⎨
⎪Φ =⎩

           
( , ), ( , ) .

0.
zx y x y D

constχ
Φ = Φ ∈
= ≥

 

Проделаем преобразование оператора Лапласа 

,x y i
z z x z y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    аналогично     i
z x y
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

; 

;i i
w u v w u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

;          .w
z z w
∂ ∂ ∂

= ⋅
∂ ∂ ∂

 

22 2 2 2

2 2z
d wi i

x y x y x y z z d z w w
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Δ ≡ + = + − = = ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⋅∂ ∂ ⋅∂⎝ ⎠⎝ ⎠
2 2 2

2
2 2 ( ) .w

d w f z
d z u v

⎛ ⎞∂ ∂ ′= ⋅ + ≡ ⋅Δ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

Преобразование уравнения Гельмгольца 

( )
2

2 2( , ) ( , ) ( , ), ( , )z w
d wx y F x y x u v y u v
d z

χ χΔ Φ + ⋅Φ = ⇒ ⋅Δ Φ + ⋅Φ =

2
2( ( , ), ( , )) ( , ) ( , ).w

d wF x u v y u v u v F u v
d z

χ= ⇒ ⋅Δ Φ + ⋅Φ = �� �  

В новой области wD  наша задача Дирихле примет вид  
2 2

2 ( , ) ( , ) ( ) 0.

( , ).
w

w

C

d z d zu v F u v при f z
d w d w

g u v

χ
⎧

′Δ Φ+ ⋅ ⋅Φ = ⋅ ≠⎪⎪
⎨
⎪Φ =⎪⎩

�� �

� �
 

В случае задачи Неймана граничное условие будет 

( , ) ( , ) ( , ).
z wC C

z w

d wx y u v y u v
n d z n
∂ ∂

Φ = ⋅ Φ =
∂ ∂

� �  
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№ 4.14 (С). Зная решение некоторой краевой задачи внутри 
прямоугольника и воспользовавшись конформным отображением этого 
прямоугольника на другие криволинейные прямоугольники (заменяя 
ортогональную декартову систему координат на другие ортогональные 
системы), можно получить решения краевых задач в этих новых областях. 

А. Заданный прямоугольник zD ABCDσ ≡ = =,  { }0 ,0x l y s≤ ≤ ≤ ≤  
на плоскости Oxy  (см. условия задачи 4.1(А)) аналитическая функция 

exp( )zw i e x i yξ η= + = = +  конформно отобразит внутрь криволиней-
ной трапеции тоже с прямыми углами при вершинах на плоскости w . 
Здесь стороны АВ и СD – отрезки прямых (первая вдоль оси абсцисс, 
а вторая под углом S∠  к этой оси), а стороны ВС и DA – дуги 
окружностей (единичного радиуса и радиуса  1le > ). Форме новой облас-
ти wD  соответствует полярная система координат z x i y iw e e r e ϕ+= = = , 
где xr e=  и .yϕ =  

 

 

Теперь можно просто найти решение некоторой плоской задачи 
Дирихле в новой области; так, например, для задачи 4.12 (С) решение 
в новой области будет 

0

( ln ) sin4(ln , ) ( , ) n n

n n n

sh l rAu r u r
s sh l

μ μ ϕϕ ϕ
μ μ

∞

=

−
≡ = ⋅∑� ;    (2 1) 0.n n

s
πμ = + >  

А при l →∞  получим решение задачи в бесконечном секторе 
(здесь дуга ВС уходит вправо на бесконечность). 

 

        

ξ 
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2 sin 2 2 sin( , ) .
ln s s

A s A su r arctg arctg
r rsh r

s

π π

πϕ πϕϕ
ππ π −

⋅
= ⋅ =

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

Уравнение Гельмгольца в новых координатах w iξ η= +  примет вид 

2
2

2 2 2 2

( , )( , ) ( , ) ( , ) .z w
Fx y F x y χ ξ ηχ ξ η

ξ η ξ η
Δ Φ + ⋅Φ = ⇒ Δ Φ + ⋅Φ =

+ +

�� �  

Коэффициент искажения 
2

2 2 2 2 0zd wk e r
d z

ξ η= = = + = >  – всегда 

должен быть больше нуля. 

В. Если сделать конформное отображение с помощью квадратичной 
аналитической функции 2 2( ) ,w i z x i yξ η= + = = +  то получим 

2 2( , )x y x yξ = −  и ( , ) 2x y x yη =  (параболическая ортогональная система 
координат) или, наоборот, 

( ) ( )2 2 2 21 1( , ) , ( , ) .
2 2

x yξ η ξ η ξ ξ η ξ η ξ= + + = + −  

При этом на плоскости w  получим криволинейный прямоуголь-
ный треугольник, у которого основание DAB – отрезок 2 2s lξ− ≤ ≤  на 
оси абсцисс, а стороны ВС и СD – отрезки двух парабол. Первая – 

2( )BCw l iy= +  или 22 0BC l lη ξ= ⋅ − > , а вторая – 2( )CDw x i s= +  или 
22 0.CD s sη ξ= ⋅ + >  Точки пересечения этих парабол ( )Cw l i s= +  или 

2 2
C l sξ = −  и 2 0C l sη = > . Три угла при вершинах – прямые 

2
B C D π

∠ =∠ =∠ = , но угол 2
2

A π π∠ = ⋅ =  (здесь для функции 2w z=  – 

точка ветвления второго порядка). 
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Решение краевой задачи ( , )u ξ η�  внутри новой области wD  полу-

чится, если в решении задачи для прямоугольника zABCD D=,  сделать 
замены координат ( , )x ξ η  и ( , ).y ξ η  Предельный переход l →∞  
в новой области wD  отодвигает границу ВС вправо на бесконечность, и 

получится область в верхней половине параболы 20 2CD s sη ξ< = + <+∞ 
при 2s ξ− < < +∞ . 

При отображении, осуществляемом функцией 2w z= , коэффи-

циент искажения равен 
2

2 2 2 2 24 4( ) 4 0d wk z x y
d z

ξ η= = = + = + >  – 

он должен быть всегда положителен внутри области wD  (кроме z =0 – 
это точка ветвления, особая точка границы). 
 

№ 4. 15 (С). Воспользовавшись общей формулой (см. задачу 4.1 (А)), 
решить смешанную краевую задачу для уравнения Пуассона внутри 
прямоугольника. Суммирование ряда. 

2 2

2 2 2 .

(0, ) (1 ), ( , ) 0.

( ,0) ( , ) 0.

x

u uu A
x y

yu y B u l y
s

u x u x s

⎧ ∂ ∂
Δ ≡ + =⎪ ∂ ∂⎪
⎪ ′ = ⋅ − =⎨
⎪

= =⎪
⎪
⎩

             
( , ),

0 , 0 .
, , , 0.

u u x y
x l y s

A B l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤

= >
 

ξ
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1) Определение функции Грина (источника) задачи. 
Общая формула для решения задачи имеет вид 

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ,
C

u M f M G M M dl F M G M M d
n σ

σ∂′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅
′∂∫ ∫∫v  

где ( , )M x y  – точка измерения (параметры подынтегральных функций), 
( , )M ξ η′  – точка источника (переменные интегрирования); d d dσ ξ η′ = ⋅  –

дифференциал элементарной площадки внутри прямоугольника σ , 
граница которого C  и nG  – орт внешней нормали к границе; 

2 2d l d dξ η′ ′ ′= +  – дифференциал дуги вдоль контура границы. 
Функция ( )f M  определяет граничные условия, а функция ( )F M A=  – 
правая часть уравнения. 

Общий вид функции Грина (источника) известен 

,

1( , ) ( ) ( ).k n k n
k n k n

G M M M M
λ

′ ′= ⋅Φ ⋅Φ∑  

Здесь собственные функции ( )k n MΦ  и собственные значения 
0k nλ <  являются решениями вспомогательной краевой задачи 

2 ( , ).

(0, ) ( , ) 0,
( ,0) ( , ) 0.

x x y y

x

x y

y l y
x x s

λ′′ ′′Δ Φ ≡ Φ +Φ = ⋅Φ⎧
⎪ ′Φ = Φ =⎨
⎪Φ = Φ =⎩

              
( , ).

0 , 0 .
x y

x l y s
Φ =Φ
≤ ≤ ≤ ≤

 

Здесь граничные условия поставлены по образу условий исходной 
задачи, но все однородные. Разделяя переменные, найдем ортонор-
мированную систему собственных функций вспомогательной задачи 

( , ) ( ) ( ),k n k nx y X x Y yΦ = ⋅  где собственные функции определяются из 
табл. 1 

2( ) cosk kX x x
l

μ= ⋅ ;          (2 1) 0, 0,1,2,3,...
2k k k

l
πμ = + > =  . 

2( ) sinn nY y y
s

μ= ⋅ ;              0, 1,2,3,...n n n
s
πμ = > =  . 

Собственные значения вспомогательной задачи будут 
2 2

2 2 2
2 2

(2 1)( ) 0.
4k n k n
k n

l s
λ μ μ π

⎛ ⎞+
= − + = − ⋅ + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Функцию Грина (источника) исходной задачи можно теперь 
записать в виде двойного ряда Фурье 

2 2
0 1

( , ) ( , ; , )
4 1 cos sin cos sin .k n k n

k n k n

G M M G x y

x y
ls

ξ η

μ μ μ ξ μ η
μ μ

∞ ∞

= =

′ ≡ =

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+∑ ∑  

Полученный двойной ряд иногда удается просуммировать по 
одному из индексов; в нашем случае для этого можно использовать 
известное разложение 

( )
2

0 2

cos (2 1)
2

82(2 1)k

nk sh lsl s
nlnln l chk ss

π α π απ
π

∞

=

+ −
=

⎛ ⎞+ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

и получится упрощенный ряд для функции Грина только по одному 
индексу 

1

( , )2( , ; , ) sin sin ,n
n n

n n n

R xG x y y
s ch l

ξξ η μ μ η
μ μ

∞

=

= − ⋅ ⋅ ⋅
⋅∑  

где обозначено   
( )

( , )
( )

n n
n

n n

sh l x ch
R x

sh l ch x
μ μ ξ

ξ
μ ξ μ

− ⋅⎧
= ⎨ − ⋅⎩

     при   
0 ,

.
x

x l
ξ
ξ

≤ <
< ≤

 

Полученный результат характерен для задач эллиптического типа, 
так как функция источника G  терпит излом вдоль линии x ξ=  ( сама 
функция G  при x ξ=  непрерывна, но ее производная терпит там разрыв). 
Указанный скачок получается за счет модуля при α  в использованной 
сумме, поэтому при суммировании получаются различные ответы при 

0xα ξ= ± >  и при 0.xα ξ= ± <  
Хотя решение задачи можно продолжать и без суммирования ряда, но 
после суммирования ряд в решении лучше сходится к тем участкам 
границы, где условия неоднородны. Поэтому суммировать предпочти-
тельнее по индексу, соответствующему той координате, по которой 
граничные условия неоднородны. Кроме того, проводить численные 
расчеты проще с однократными рядами. К сожалению, многие ряды 
сходятся к неэлементарным функциям. 
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2) Решение рассматриваемой задачи по общей формуле. 
Подставив заданные условия в общую формулу, получим 

0

0 0

( , ) 1 ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) .
s l

s

u x y B G x y d d A G x y d
s
η η η η ξ η ξ⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

Отметим, что задача имеет граничные условия смешанного типа 
(это третья краевая задача), поэтому в первом интеграле по границе 
области поставлена сама функция Грина на участке этой границы при 

0x =  (а не нормальная производная такой функции, как было бы нужно 
в задаче с граничными условиями Дирихле – первой краевой задаче). 
Вдоль оставшейся части границы 0 \ ( 0; 0)C C x s y= = ≥ ≥  граничные 
условия нулевые. 

Подставив в интегралы найденное выше значение функции Грина, 
получим 

1 0

2( , ) ( ,0) (1 ) sin
s

n n
n

u x y B R x d
s s

η μ η η
∞

=

⎧
= − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +⎨

⎩
∑ ∫  

0 0

sinsin ( , )
s l

n
n n

n n

yA d R x d
ch l
μμ η η ξ ξ

μ μ
⎫

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎬
⋅⎭

∫ ∫ ;            0.n
n

s
πμ = >  

Вычислим предложенные интегралы по отдельности:  

0 00

11 sin 1 cos cos
ss s

n n n
n

dd
s s s
η η ημ η η μ η μ η

μ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ ⋅ = − − ⋅ − ⋅ − =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫  

0

sin sin1 1 1 11 1
s

n n

n n n n n

s
s s

μ η μ
μ μ μ μ μ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪= − − + = − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

; 

( )
0

1 1sin (1 cos ) 1 ( 1)
s

n
n n

n n

d sμ η η μ
μ μ

⋅ = − = − −∫ ; 

0 0

( , ) ( ) ( )
l x l

n n n n n
x

R x d sh l x ch d sh l ch x dξ ξ μ μ ξ ξ μ ξ μ ξ⋅ = − ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

0

1 1( ) ( )
x l

n n n n
n n x

sh l x sh ch x ch lμ μ ξ μ μ ξ
μ μ

= − ⋅ ⋅ − ⋅ − =  
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[ ]1 ( ) ( )n n n n n
n

sh l x sh x ch x ch x ch l xμ μ μ μ μ
μ

= ⋅ − ⋅ − + ⋅ − =  

[ ] ( )1 1( ) 0n n n n
n n

ch l x x ch x ch l ch xμ μ μ μ
μ μ

= − + − = ⋅ − > ; 

( ,0) ( ) 0.n nR x sh l xμ= − >  

Подставив полученные результаты в формулу для ( , )u x y , получим 
еще не упрощенный ответ 

2
1

( ) sin2( , ) (1 ( 1) ) 1n n n n

n n n n n

ch x sh l x yAu x y B
s ch l ch l

μ μ μ
μ μ μ μ

∞

=

⎧ ⎫⎛ ⎞ −⎪ ⎪= − ⋅ ⋅ − − ⋅ − + ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ;

0.n
n

s
πμ = >  

Если в первой части ряда оставить только члены с нечетными 
индексами 2 1 ( 0,1, 2, ...)n m m= + =  и часть, не зависящую от x , про-
суммировать (см. Приложение 1, формула 21), то окончательный вид 
решения будет 

3
0

2
1

sin1 4( , ) ( )
2

sin( )2 ,

m m

m m m

nn

n n n

ch x yAu x y A y s y
s ch l

ysh l xB
s ch l

μ μ
μ μ

μμ
μ μ

∞

=

∞

=

= − − + ⋅ −

−
− ⋅

∑

∑
 

где  0, (2 1) 0.n m
n m

s s
π πμ μ= > = + >  

Полученные ряды сходятся правильно и не медленнее, чем 2

1O
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

при ,n m →∞ . 
3) Проверка найденного решения по условиям задачи и по 

размерностям. 
( ,0) ( , ) 0u x u x s= =  – очевидно. 

1

1

2 1(0, ) 0 0 sin

2 1 2sin 1 (1 );
2

x n
n n

n

Bu y y
s

B n y B y yB
n s s s

μ
μ

π π
π π

∞

=

∞

=

′ = + + ⋅ =

⎛ ⎞= ⋅ ⋅ = ⋅ − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑
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3
0

1 4 1 1( , ) ( ) sin 0 ( )
2 2m

m m

Au l y A y s y y A y s y
s

μ
μ

∞

=

= − − + ⋅ ⋅ − = − − +∑  

2

3 3
1

2 3

3

4 1 sin (2 1)
(2 1)

1 4( ) (1 ) 0
2 8

m

As y m
m s

As y yA y s y
s s

π
π

π
π

∞

=

+ ⋅ ⋅ + =
+

= − − + ⋅ − =

∑
 

(см. Приложение 1, формулы № 1 и 15). 
По условиям задачи имеем размерности  

[ ( , )] ,u x y Q=      2[ ] ,A Q L=       [ ] ,B Q L=      [ ] [ ] 1l sμ μ= = . 

Поэтому   2 3 21 1[ ] [ ] [ ] [ ] .u A L A L B L Q
L L

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⇒  
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Тема 5.  
Многомерные уравнения  
теплопроводности 

 
Решение многомерных задач теплопроводности в прямоугольных 

областях методом собственных функций (разделения переменных) 
и методом функции Грина (источника). 

 
Основные вопросы. Постановка и решение различных типов задач 

математической физики методом разложения по многократным собствен-
ным функциям (методом разделения переменных) в многомерных 
областях. Собственные функции и значения краевых задач в прямоуголь-
ных многомерных областях; сведение решений таких задач к одномерным 
методом последовательного разделения переменных. Вывод общих фор-
мул для решения многомерных нестационарных задач с использованием 
функции Грина (источника). Физический смысл рассматриваемых задач.  

 
Литература: [1] – гл. 6, § 2 (1, 3). [3] – п. 205, 206. [5] – гл. 8, § 3 

№ 51. [6] – гл. 6, § 4. 
Задания: [8] – гл. 5, № 9, 10. 
 
№ 5.1 (А). Вывод общей формулы для решения плоской задачи 

параболического типа (уравнения переноса тепла и др.) с граничными 
условиями Дирихле (первого рода) внутри прямоугольника (см. задачу 
№ 4.1(A). Получение функции Грина (источника) этой задачи. 

2 2

0

1 ( , ).

( , ),

( ).
C

t

uu F M t
b t

u M t

u f M

ϕ

=

∂⎧Δ − =⎪ ∂⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪
⎪⎩

   ( , ) ( , ; )u u M t u x y t= ≡ −искомая функция. 

( , )M x y σ∈ ,  ( , )M Cξ η σ′ ∈ ∪ ,  C ABCDσ= ∂ =, ;  0.M Mρ ′= >  
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( , )M x y  – точка измерения (параметры интегрирования). 
( , )M ξ η′  – точка источника (переменные интегрирования). 

0 , , 0 , ; 0 , .x l y s tξ η τ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ < ∞  
νG  – вектор внешней нормали к граничному контуру С. 
1) Привести к однородным граничные условия сразу на всех 

сторонах прямоугольника ABCDσ =,  не удается; но оказывается, что 
и не требуется этого. 

2) Постановка и решение вспомогательной (модульной) задачи 
Дирихле для оператора Лапласа, где все граничные условия поставлены 
по типу условий исходной задачи, однако все они равны нулю 
(однородны). 

2 ( ).

0.
k n k n k n

k n C

MλΔ Φ = ⋅Φ⎧⎪
⎨
Φ =⎪⎩

 

2
k n k nλ μ= − ≤0 – собственные значения (числа) задачи; ее спектр.  

( ) ( , ) ( ) ( )k n k n k nM x y X x Y yΦ ≡ Φ = ⋅  – собственные функции задачи. 
Множество функций  ( , )k n x yΦ  составляет ортонормированный 

базис в гильбертовом пространстве 2 ( ( , ) )L M x y rσ∈  со скалярным 
произведением вида 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )k n k n k n k n k k nnr d
σ

ξ η ξ η ξ η σ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′′Φ Φ ≡ Φ ⋅Φ ⋅ = ⋅∫∫ , 

где d d dσ ξ η′ = ⋅  и ( , ) 0r ξ η >  – весовая функция, которая в декартовой 
системе координат всегда равна единице ( , ) 1r x y ≡ . Здесь 

( ) ( , ) ( ) ( )k n k n k nM x y X x Y yΦ ≡ Φ = ⋅ , а значения функций ( )kX x  и ( )nY y  
находим в табл. 1. 

Искомую функцию ( , )u M t  можно представить в виде разложения  

, 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k n k n k n k n

k n k n
u M t T t M T t M

∞ ∞

= =

= ⋅Φ ≡ ⋅Φ∑ ∑∑ , 

где коэффициент разложения (координата) равен 

( ) ( , ) ( , ; ) ( , )kn kn knT t u u t d
σ

ξ η ξ η σ ′= Φ = ⋅Φ ⋅∫∫ ;      .d d dσ ξ η′ = ⋅  

Аналогично найдем коэффициенты разложения функций 

,

( , ) ( ) ( )k n k n
k n

F M t F t M= ⋅Φ∑ ,             где   ( ) ( , )k n k nF t F= Φ ; 
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0
,

( ) ( )t k n k n
k n

u f M f M= = = ⋅Φ∑ ,        где ( , ) .k n k nf f const= Φ =  

3) Вывод дифференциального уравнения для функции ( ).k nT t  
Заданное уравнение теплопроводности почленно скалярно умножим 

на собственную функцию  ( )k n MΦ  

2 2

1( , ) , ( , )k n k n k n
uu F

b t
⎛ ⎞∂

Δ Φ − ⋅ Φ = Φ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
; 

тогда получим 

, ( , ) ( ) ( ).k n k n k n k n
du u T t T t

t t d t
⎛ ⎞∂ ∂ ′Φ = Φ = ≡⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

Далее воспользуемся формулой Грина  на плоскости  

2 2( , ) ( , ) k n
k n k k n

C

uu u u d l
ν ν

⎛ ⎞∂Φ∂ ′Δ Φ − Δ Φ = Φ − ⋅⎜ ⎟′ ′∂ ∂⎝ ⎠
∫v ; 

2 2 0dl d dξ η′ = + ≥   и учтем заданные условия   

0, ( , )k n C Cu M tϕΦ = =   и  2
2 kn kn knμΔ Φ = − ⋅Φ ,  тогда 

( )2
2( , ) ( , ) 0 , k n

k n k n k n
C

u u M t d lμ ϕ
ν

⎛ ⎞∂Φ
′ ′Δ Φ = − ⋅ Φ + − ⋅ ⋅ =⎜ ⎟′∂⎝ ⎠

∫v  

2 ( ) ( , ) ( ) .k n k n k n
C

T t M t M d lμ ϕ
ν
∂′ ′ ′= − ⋅ − ⋅ Φ ⋅
′∂∫v  

Поэтому исходное уравнение задачи можно представить в виде 
2

2 2
.

( ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( )

k n k n k n

k n k n k n
C

T t b T t

b F t b M t M d l F

μ

ϕ
ν

′ + ⋅ =

∂′ ′ ′= − ⋅ − ⋅ ⋅ Φ ⋅ ≡
′∂∫v

 

4) Решение неоднородного дифференциального уравнения для 
функции ( )k nT t . 

Общее решение соответствующего однородного уравнения 
2( ) ( ) 0k nk n k nT b T tμ′ + ⋅ =

D D
, очевидно, равно 

2( )( ) k nb t
k n k nT t C e μ−= ⋅
D

, где 

k nC const=  – постоянная интегрирования. Частное решение неоднород-
ного уравнения будем искать методом вариации произвольной постоян-
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ной 
2( )( ) ( ) k nb t

k n k nT t C t e μ−= ⋅  и для определения неизвестной функции 
( )k nC t  обратимся к уравнению 

( )2 ... 2 ...( ) ( ) ( ) ( ) ( )k n k n k n k n k n k nT b T t C t e C t b eμ μ− −′ ′+ ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ +  

2 ... ...( ) ( ) ( ) ( ).k n k n k n k nb C t e C t e F tμ − −′+ ⋅ ⋅ = ⋅ =  

Откуда найдем 
2( )( ) ( ) k nb t

k n k nC t F t e μ+′ = ⋅  или 

2( )

0

( ) ( ) k n

t
b

k n k n k nC t C F e dμ ττ τ+= + ⋅ ⋅∫ ; здесь .k nC const=  Возвращаясь 

к функции ( ),k nT t  получим 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( )k n k n k n

t
b t b t b t

k n k n k n k nT t C t e C e F e dμ μ μ ττ τ− − − ⋅ −= ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅∫ ;  

.k nC const=  

5) Определение постоянной k nC  из начального условия.  
Теперь решение задачи можно записать предварительно 

2 2

,

( ) ( ) ( )

, 0

( , ) ( ) ( )

( ) ( ).k n k n

k n k n
k n

t
b t b t

k n k n k n
k n

u M t T t M

C e F e d Mμ μ ττ τ− − ⋅ −

= ⋅Φ =

⎧ ⎫
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Φ⎨ ⎬

⎩ ⎭

∑

∑ ∫
 

Использовав заданное начальное условие, получим 

{ }0
, ,

( ,0) 0 ( ) ( ) ( )t k n k n k n k n
k n k n

u u M C M f M f M= ≡ = + ⋅Φ = = ⋅Φ∑ ∑ . 

Поэтому искомая постоянная равна ( , ).k n k n k nC f f= = Φ  
6) Окончательный вид решения задачи и вывод функции Грина 

(источника). 

2 2

,

( ) ( ) ( )

, 0

( , ) ( ) ( )

( ) ( )k n k n

k n k n
k n

t
b t b t

k n k n k n
k n

u M t T t M

f e F e d Mμ μ ττ τ− − ⋅ −

= ⋅Φ =

⎧ ⎫
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Φ =⎨ ⎬

⎩ ⎭

∑

∑ ∫
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2( )

,

2

, 0

( ) ( ) ( )

( , ) ( )

k nb t
k n k n

k n

t

k n
k n

f M M d e M

b F M M d

μ

σ

σ

σ

τ σ

−⎛ ⎞
′ ′ ′= ⋅Φ ⋅ ⋅ ⋅Φ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡

′ ′ ′− ⋅ ⋅Φ ⋅ +⎢
⎣

∑ ∫∫

∑∫ ∫∫
 

2( ) ( )( , ) ( ) ( ) k nb t
k n k n

C

M M d l M e d
v

μ τϕ τ τ− ⋅ −⎤∂′ ′ ′+ ⋅ Φ ⋅ ⋅Φ ⋅ =⎥′∂ ⎦
∫v  

2( )

,
( ) ( ) ( )k nb t

k n k n
k n

f M e M M dμ

σ

σ−⎛ ⎞
′ ′ ′= ⋅ ⋅Φ ⋅Φ ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫∫  

2( ) ( )2

,0

( , ) ( ) ( )k n

t
b t

k n k n
k n

b F M e M M dμ τ

σ

τ σ− ⋅ −⎡ ⎛ ⎞
′ ′ ′− ⋅ ⋅ ⋅Φ ⋅Φ ⋅ +⎢ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣
∑∫ ∫∫  

2( ) ( )

,

( , ) ( ) ( )knb t
kn kn

k nC

M e M M dl d
v

μ τϕ τ τ− ⋅ − ⎤⎛ ⎞∂′ ′ ′+ ⋅ ⋅Φ ⋅Φ ⋅ =⎥⎜ ⎟′∂ ⎝ ⎠ ⎦
∑∫v  

( )2

0

( ) ( , ) ( , ) ,
t

f M G M M t d b F M G M M t d
σ σ

σ τ τ σ
⎡

′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − +⎢
⎣

∫∫ ∫ ∫∫  

( , ) ( , )
C

M G M M t d l d
v

ϕ τ τ τ
⎤∂′ ′ ′+ ⋅ ⋅ − ⋅⎥′∂ ⎦

∫v ; 

где функция Грина (источника) равна  

( ) ( )
2( )

,
, , ; , ( ) ( )k nb t

k n k n
k n

G M M t G x y t e M Mμξ η
∞

− ⋅′ ′≡ = ⋅Φ ⋅Φ∑ ; 

2 2
2 2 2 2

2 2 0.k n k n
k n
l s

μ μ μ π
⎛ ⎞

= + = ⋅ + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Двойной ряд для функции Грина можно представить в виде произве-
дения двух однократных рядов по индексам k  и n . Каждый из рядов 
сходится правильно и может быть выражен через Θ - и Η -функции (тета- 
и эта-функции, входящие в состав неэлементарных эллиптических 
функций Якоби). 

При решении задач для уравнения переноса с граничными 

условиями Неймана ( , )C
u M t
v

ϕ∂
=

∂
 (вторая краевая задача) или со 
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смешанными краевыми условиями ( , )C
u u M t
v

α ϕ
⎛ ⎞∂

+ ⋅ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (третья 

краевая задача) форма окончательной формулы ответа несколько 

изменяется – необходимо сделать замену 1
v
∂
→ −

∂
  и поставить другие 

собственные функции ( )k n MΦ , выбранные из табл. 1. Формулы, 
аналогичные полученным, выводятся и при решении задачи для урав-
нения переноса в пространстве – внутри прямоугольного параллелепи-
педа, а также в других ортогональных системах координат. 

7) Проверка полученного решения по условиям задачи и по 
размерностям. 

Функция Грина для уравнения переноса с граничными условиями 
Дирихле (первого рода) является решением задачи 

2 2 2

0

1 1 ( , ) ( ).

0, ( , ).C t

GG M M t
b t b

G G M M

δ δ τ

δ=

∂⎧ ′Δ − = − ⋅ ⋅ −⎪ ∂⎨
⎪ ′= =⎩

               ( , ).G G M t=  

Выполнение этих условий очевидно 
( , ) 0 ( ) ( ) ( ) 0C k n C k n CG M M t M X x Y y′ = Φ = ⋅ =∵ ; 

0
,

( , 0) ( ) ( ) ( , ).t k n k n
k n

G G M M M M M Mδ= ′ ′ ′= = Φ ⋅Φ =∑  

Кроме того, выполняется дополнительное условие 

2

1( , ) ( , ) ( ).CG M M t M M t
v b

δ δ τ∂ ′ ′= − ⋅ ⋅ −
′∂

 

Проверим выполнение всех условий нашей задачи. 
0 ( ) ( , 0) 0 ( ) ( , ) ( ).tu f M G M M d f M M M d f M

σ σ

σ δ σ= ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ − = ⋅ =∫∫ ∫∫  

2

0

t

C C C C
C

Gu f G d b F G d d l d
vσ σ

σ σ ϕ τ
⎡ ⎤∂′ ′ ′= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =⎢ ⎥′∂⎣ ⎦

∫∫ ∫ ∫∫ ∫v  

2
2

0

10 0 ( , ) ( , ) ( , )
t

C

b M M M t d l d
b

ϕ τ δ δ τ τ
⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′ ′= − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫v  

0

( , ) ( , ) ( ) ( , ).
t

C

M M M d l t d M tϕ τ δ δ τ τ ϕ
⎛ ⎞

′ ′ ′= ⋅ ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫v  

2 22 2

1 1u Gu f G d
b t b tσ

σ
⎛ ⎞∂ ∂ ′Δ − = ⋅ Δ − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫  
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2
2 22 2

0

2
2

0

1 1

10 ( , ) ( ) 0

t

C

t

G Gb F G d G d l d
b t v b t

b F M M t d d
b

σ

σ

σ ϕ τ

δ δ τ σ τ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂′ ′− ⋅ ⋅ Δ − + ⋅ Δ − ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟′∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − + =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫

v
 

0

( , ) ( , ) ( ) ( , ).
t

F M M M d t d F M t
σ

τ δ σ δ τ τ
⎛ ⎞

′ ′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫∫  

По условию задачи имеем размерности [ ( , )]u M t Q= , 2[ ]F Q L= , 
[ ] [ ]f Qϕ = = , 2 2 2[ ] 1 , [ ]G L b L T= = ;  поэтому 

2
2 2

2 2 2

1 1 1 1[ ] [ ] [ ] [ ] .Lu f L F L L T Q
L T L L L

ϕ⎧ ⎫= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

8) При решении задачи для уравнения переноса в трехмерном 
пространстве с граничными условиями Дирихле получим выражения, 
построенные по типу предыдущих. 

3 2

0

1 ( , ).

( , ), ( ).t

uu F M t
b t

u M t u f Mσ ϕ =

∂⎧Δ − =⎪ ∂⎨
⎪ = =⎩

            
( , ).

( , , ) ,
( , , ) .

u u M t
M x y z V
M Vξ η ζ σ

=
∈

′ ∈ ∪
 

V  – прямоугольный параллелепипед и  Vσ = ∂  –  его поверхность. 
0 , , 0 , , 0 , . 0 , .x l y s z H tξ η ζ τ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ < ∞  

3 ( ),
0.

M

σ

λΔ Φ = ⋅Φ⎧
⎨Φ =⎩

 – краевая задача Дирихле.     

2 0k nm k nmλ μ= − <  – собственные значения (числа). 

( ) ( ) ( ) ( )k nm k n mM X x Y y Z zΦ = ⋅ ⋅  – ортонормированное множество 
собственных функций (базис). 

Решение задачи имеет вид  

( )2

0

( , ) ( ) ( , )

( , ) ,

V

t

u M t f M G M M t dV

b M G M M t dV
vσ

ϕ τ τ

′ ′ ′= ⋅ −

⎡ ∂′ ′ ′− ⋅ ⋅ − +⎢ ′∂⎣

∫∫∫

∫ ∫∫w
 

( , ) ( , ) .
V

F M G M M t dV dτ τ τ⎤′ ′ ′+ ⋅ − ⎦∫∫∫  
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3 2 2

0

1 1 ( , ) ( ).

0, ( , ).t

GG M M t
b t b

G G M Mσ

δ δ τ

δ=

∂⎧ ′Δ − = − ⋅ ⋅ −⎪ ∂⎨
⎪ ′= =⎩

    

2

1 ( , ) ( ).G M M t
v bσ δ δ τ∂ − ′= ⋅ −
∂

 

При решении аналогичных задач с граничными условиями 
u
v σ ϕ∂

=
∂

 (Неймана) или 
u u
v σα ϕ

⎛ ⎞∂
+ ⋅ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (смешанным) в формуле 

решения происходит замена 1
v
∂

→ −
′∂

. 

 
№ 5.2 (А). Решение двумерного уравнения переноса внутри прямо-

угольника со смешанными граничными условиями методом после-
довательного отделения переменных. 

2 2

2 2 2

1 .

(0, , ) 0, ( , , ) ;
( ,0, ) 0, ( , , ) 0;

( , ,0) 0.

x

y

u u u At
x y b t

u y t u l y t B
u x t u x s t

u x y

⎧ ∂ ∂ ∂
+ − =⎪∂ ∂ ∂⎪⎪ ′= =⎨

⎪ ′ = =
⎪
⎪ =⎩

                    

( , , ).
0 , 0 ;
0 .

, , , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A B b l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤
≤ < ∞

= >

 

1) Пара граничных условий по координате y  уже однородна по 
условиям. 

2) Отделение зависимости от y  и решение соответствующей 
краевой задачи (см. табл. 1). 

0

( , , ) ( , ) ( )k k
k

u x y t u x t Y y
∞

=

= ⋅∑ ; 

здесь lim ( , ) 0kk
u x t

→∞
=  и 

2( ) cosk kY y y
s

μ= ⋅ , где (2 1) 0
2k k

s
πμ = + >   

и 0 .k Z∈  
3) Постановка задачи для функции  ( , ).ku x t  

2

2 2 2 2

1 1k k
k k k k

k

u uuu Y u Y Y
b t x b t

⎧ ⎫∂ ∂∂ ′′Δ − = ⋅ + ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬
∂ ∂ ∂⎩ ⎭

∑  
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2
2

2 2

1 ( ) ( ) ( )k k
k k k k k

k k

u u u Y y At t Y y
x b t

μ γ
⎧ ⎫∂ ∂

= − − ⋅ ⋅ = ≡ ⋅⎨ ⎬
∂ ∂⎩ ⎭

∑ ∑ , 

где   
0

2 2( ) ( , ) cos ( 1) .
s

k
k k k

k

Att At Y At y dy
s s

γ μ
μ

= = ⋅ ⋅ = ⋅ −∫  

Преобразование граничных условий по координате x  и началь-
ного условия по времени t : 

(0, , ) (0, ) ( ) 0 (0, ) 0k k k
k

u y t u t Y y u t= ⋅ = ⇒ =∑ ; 

0

( , , ) ( , ) ( )

2( , ) ( , ) cos

x k k
k

s

k k k

u l y t u l t Y y B
x

u l t B Y B y dy
x s

μ

∂′ = ⋅ = ⇒
∂

∂
⇒ = = ⋅ ⋅ =

∂

∑

∫
 

2 ( 1)k

k

B const
sμ

= ⋅ − = ; 

( , ,0) ( ,0) ( ) 0 ( ,0) 0.k k k
k

u x y u x Y y u x= ⋅ = ⇒ =∑  

Таким образом, для функции ( , )ku x t  получаем обычную одно-
мерную задачу математической физики на отрезке  0 x l≤ ≤ . 

2
2

2 2

1 2( , ) ( ) ( 1) .

2(0, ) 0, ( , ) ( 1) .

( ,0) 0.

kk k
k k k k

k

k
k k k

k

k

u u Atu x t t A t
x b t s

Bu t u l t B
x s

u x

μ γ
μ

μ

⎧∂ ∂
− − ⋅ = = ⋅ − ≡ ⋅⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂⎪ = = ⋅ − ≡⎨
∂⎪

⎪ =
⎪
⎪⎩

�

�  

4) Приведение граничных условий по x  к однородным выполним 
с помощью замены  ( , ) ( , ) ( ) ( )k ku x t v x t t x tα β= + ⋅ + ,  тогда 

(0, ) (0, ) 0 ( ) 0 (0, ) 0, ( ) 0k k ku t v t t v t tβ β= + + = ⇒ = = ; 

( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0, ( ) .k k k k ku l t v l t t B v l t t B
x x x

α α∂ ∂ ∂
= + = ⇒ = =

∂ ∂ ∂
� �  

Итак, получено  ( , ) ( , )k k ku x t v x t B x= + ⋅� . Поэтому 

( ,0) ( ,0) 0 ( ,0)k k k k ku x v x B x v x B x= + ⋅ = ⇒ = − ⋅� � ; 
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( )
2 2

2 2
2 2 2 2

1 1 .k k k k
k k k k k k

u u v vu v B x A t
x b t x b t

μ μ∂ ∂ ∂ ∂
− − ⋅ = − − ⋅ + ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂
��  

Постановка задачи для новой функции ( , )kv x t  
2

2 2
2 2

1 ( , ) .

(0, ) 0, ( , ) 0.

( ,0) .

k k
k k k k k

k k

k k

v v v x t A t B x
x b t

v t v l t
x

v x B x

μ μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ = ⋅ + ⋅⎪ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎨
∂⎪

⎪ = − ⋅
⎪
⎩

� �

�

         
( , );

0 ,
0 .

k kv v x t
x l
t

=

≤ ≤
≤ < ∞

 

5) Разделение переменных для функции ( , )kv x t  и решение краевой 
задачи по другой координате x  (см. табл. 1). 

0

( , ) ( ) ( )k k n n
n

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑ ; 

здесь 
,
lim ( ) 0knk n

T t
→∞

=  и 
2( ) sinn nX x x
l

μ= ⋅ , где (2 1) 0
2n n

l
πμ = + >  

и 0.n∈Z  
6) Вывод дифференциального уравнения для функции ( ).knT t  
2

2 2
2 2 2

0

1 1( , )k k
k k k n n k n n k k n n

n

v v v x t T X T X T X
x b t b

μ μ
∞

=

∂ ∂ ⎧ ⎫′′ ′− − = ⋅ − ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬
∂ ∂ ⎩ ⎭

∑  

{ }2 2
2

1 ( ) ( ) ( ) ( )k n k n k n n k k k k n n
n n

T p T t X x A t B x t X x
b

μ′= − ⋅ + ⋅ = + = Γ ⋅∑ ∑� � , 

где  
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1 (2 1) (2 1)( ) 0
4kn k n

k np b b
l s

μ μ π
⎛ ⎞+ +

= ⋅ + = ⋅ + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

2 2

0

2( ) ( , ) ( ) sin
l

k n k k k n k k k nt A t B x X A t B x x d x
l

μ μ μΓ = + = ⋅ + ⋅ ⋅ =∫� �� �  

( )

2 2
0

0

2
2

1 2 ( ) cos (0 ) cos

1 2 ( 1) .

l
l

k k k n k k n
n

n
k n k k

n

A t B x x B x dx
l

A t B
l

μ μ μ μ
μ

μ μ
μ

⎡ ⎤−
= ⋅ + ⋅ − + ⋅ ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

= ⋅ ⋅ + ⋅ −

∫� � �

� �
 

Приравнивая коэффициенты по индексу n , получим 
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( )
2

2 2 2
2

2( ) ( ) ( 1) .n
k n k n k n k n k n k k

n

bT p T t b t A t B
l

μ μ
μ

′ + ⋅ = − ⋅Γ = − ⋅ + ⋅ −� �  

7) Решение дифференциального уравнения для функции ( ).k nT t  
Решение соответствующего однородного уравнения 

2 ( )k n
k n k n

dT
p T t

d t
= − ⋅

D
D

, очевидно, равно 
2

( ) ,k np t
k n k nT t C e−= ⋅
D

 где knC  – постоян-

ная интегрирования. Частное решение неоднородного уравнения будем 
искать в виде бинома ( )k nT t tα β= +�  ( , )constα β =  в соответствии 
с правой частью рассматриваемого уравнения. Тогда получим 

( )
2

2 2 2
2

2( ) ( ) ( 1) ;n
k n k n k n k n k n k k

n

bT p T t p t A t B
l

α α β μ μ
μ

′ + ⋅ = + ⋅ + = − ⋅ + ⋅ −�� � �

приравняв здесь коэффициенты при одинаковых степенях t , найдем  
2 2 1

2 2

2 2 ( 1) ,
k

k
n k n k n k n

b AbA
p l p l s

α
μ μ μ

+−
= − = ⋅�  

2
2

2 2

2

2 2

1 2 ( 1)

2 ( 1)( 1) .

nk
k

k n n

k
n k

n k n k k n n

b B
p l

b A B
p p l s

μβ α
μ

μ
μ μ μ

⎛ ⎞−
= + ⋅ ⋅ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ −

= − ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

 

Теперь общее решение неоднородного дифференциального урав-
нения для функции ( )k nT t  примет вид 

2
2

2 2

( ) ( ) ( )

2 ( 1) 1 ( 1) ,kn

k n k n k n

k
p t n k

k n
n k n k k n n

T t T t T t

b AC e t B
p pl s

μ
μ μ μ

−

= + =

⎡ ⎤⎛ ⎞−
= ⋅ − ⋅ ⋅ − + − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

D �

 

а разложение промежуточной функции  ( , )kv x t  будет 

2
2

2 2
0

2 ( 1) 1( , ) ( ) ( ) kn

k
p t

k k n n k n
n n n k n k k n

b Av x t T t X x C e t
p plsμ μ

∞
−

=

⎧ ⎛ ⎞⎡−⎪= ⋅ = ⋅ − ⋅ − +⎜ ⎟⎨ ⎢ ⎜ ⎟⎪ ⎣⎩ ⎝ ⎠
∑ ∑

( 1) ( ).n k
n

n

B X xμ
μ

⎫⎤⎪+ − ⋅ ⋅⎬⎥
⎪⎦⎭
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8) Определение постоянной k nC  из начального условия  

( ,0) .k kv x B x= − �  

2

2 2

2 ( 1)( ,0) ( 1) ( )

( ),

k
n k

k k n n
n n k n k k n n

k k n n
n

b Av x C B X x
p pl s

B x X x

μ
μ μ μ

β

⎧ ⎫⎛ ⎞−⎪ ⎪= + ⋅ − − =⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
= − ≡ ⋅

∑

∑�
 

где  ( )
0

2, sin
l

k n k n k nB x X B x x d x
l

β μ= − = − ⋅ ⋅ ⋅ =∫� �  

02
0

2 cos cos
l

lk
n n

n

B x x x dx
l

μ μ
μ

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

�
 

1
2 2

2 ( 1)( 1) ,
k n

nk

n k n

B B
l l sμ μ μ

+
+ − −

= ⋅ − = ⋅
�

 

2

2 2

1 2

2 2

2 ( 1) ( 1)

2 ( 1) ( 1) ( 1) .

k
n k

kn k n
n k n k k n n

k
n nk

k n k k n n k nn

b AC B
p pls

b A BB
p pl s

μβ
μ μ μ

μ
μ μ μ μμ

+

⎛ ⎞−
= − − − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ −

= ⋅ ⋅ − − ⋅ + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Подставив далее значение постоянной k nC  в разложение функции 
( , )kv x t , получим 

2

2 2

2 ( 1) 1( , ) ( 1)
k

n k
k

n k n k k n n

b Av x t t B
p pl s

μ
μ μ

⎡ ⎤⎧ ⎛ ⎞⋅ − ⎪= ⋅ ⋅ − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎪⎩ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

22

2 2

1( 1) ( 1) ( ).k np tn nk
n

k n k k n n k n n

b A BB e X x
p p

μ
μ μ μ μ μ

−⎡ ⎛ ⎞ ⎫⎤ ⎪− − − + − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎬⎥⎜ ⎟ ⎪⎢ ⎦ ⎭⎣ ⎝ ⎠
 

9) Окончательный вид решения. 

( )
0 0

0

( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( )

k k k k k
k k

k k
k

u x y t u x t Y y v x t B x Y y

B x v x t Y y

∞ ∞

= =

∞

=

= ⋅ = + ⋅ =

= + ⋅ =

∑ ∑

∑

�
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0 0

2

2 2
, 0

( ) ( ) ( )

4 ( 1) 1 ( 1)

k n n k
k n

k
n k

k n n k n k k n n

B x T t X x Y y

b AB x t B
l s p p

μ
μ μ μ

∞ ∞

= =

∞

=

⎛ ⎞= + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎧ ⎛ ⎞− ⎪= + ⋅ ⋅ ⋅ − − − ⋅ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎪⎩ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

∑
 

22

2 2 ( 1) ( 1) cos sin ,knn nk
k n

k n k k n n k n

p tb A BB e y x
p p

μ μ μ
μ μ μ μ

−
⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎪− ⋅ − − ⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

 

где (2 1) 0
2k k

s
πμ = + > , (2 1)

2n n
l
πμ = +  и 2 2 2 2( ) 0.k n k np b μ μ= + >   

Двойной ряд в ответе сходится правильно по всем переменным; самые 

слабые оценки общего члена ряда 
1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 2

1O
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при , .k n →∞  Член 

ряда, связанный с экспонентой, может быть выражен через Θ - и H -
функции (тета- и эта-функции); эта часть ряда сходится очень быстро. 

10) Проверка решения задачи по условиям и по размерностям. 
(0, , ) 0u y t = ,       ( , , ) cos 0.x nu l y t B lμ′ = =∵  

( ,0, ) 0yu x t′ = , ( , , ) 0 0 cos 0ku x s t B x sμ= − ≠ =∵  – условие не выпол-
няется, так как разложение по cos k yμ  типа ряда № 8 при y s=  теряет 
смысл: здесь ряд не удается просуммировать. 

1

, 0

4 ( 1) ( 1)( , ,0) cos sin
k n

k n
k n n k n

Bu x y Bx y x
ls

μ μ
μ μ μ

+∞

=

− ⋅ −
= + ⋅ ⋅ ⋅ =∑  

3 2
0 0

32 ( 1) ( 1)cos (2 1) sin (2 1)
2 1 2 (2 1) 2

k n

k n

Bl y xBx k n
k s n l

π π
π

∞ ∞

= =

− −
= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =

+ +∑ ∑  

2

3

32 0
4 8

Bl xBx Bx Bx
l

π π
π

= − ⋅ ⋅ = − =  (см. Приложение 1, формулы № 8 и 12). 

Для многомерных задач не будем проверять, что полученный 
ответ удовлетворяет так же и уравнению, так как при этом приходилось 
бы производить громоздкие вычисления. 

По условию задачи имеем размерности величин [ ( , )]u M t Q= , 
2[ ]A Q L T= , [ ]B Q L= , 2 2[ ]b L T= , 2[ ] 1knp T= , [ ] [ ] 1k n Lμ μ= = . 

Поэтому ( ){ }2 2
2

1[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] .u B L L b T A LT B B L Q
L

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⇒  
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11) Решение той же задачи по общей формуле с использованием 
функции Грина (источника) для случая граничных условий второго 

рода с заменой 
G G
n

∂
→ −

∂
. 

2

, 0
( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , );k np t

k n k n
k n

G M M t G x y t e x yξ η ξ η
∞

−

=

′ ≡ = ⋅Φ ⋅Φ∑  

2 2( , ) ( ) ( ); ( ) sin ; ( ) cos ;kn n k n n k kx y X x Y y X x x Y y y
l s

μ μΦ = ⋅ = ⋅ = ⋅  

2 2 2 2(2 1); (2 1); ( ) 0.
2 2n k k n k nn k p b

l s
π πμ μ μ μ= + = + = + >  

2

0

2 2

( , )

; , .

t

C

u M t f G d b G d l

F G d d d d d d l d d

σ

σ

σ ϕ

σ τ σ ξ η ξ η

⎧
′ ′= ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ +⎨

⎩
⎫
′ ′ ′+ ⋅ ⋅ = ⋅ = +⎬
⎭

∫∫ ∫ ∫

∫∫

v
 

( )

( )

2

0 0

( , ) 0 ,

,

t s

lu M t b B G M M t d

A G M M t d d

ξ

σ

τ η

τ τ σ τ

=

⎧
′= + ⋅ ⋅ − ⋅ −⎨

⎩
⎫

′ ′− ⋅ − ⋅ =⎬
⎭

∫ ∫

∫∫
 

2

2

, 00 0

( )

0 0

4 sin sin cos cos

sin sin cos cos k n

t s

n n k k
k n

l s
p t

n n k k

b B x l y d
l s

A x d y d e dτ

μ μ μ μ η η

τ μ μ ξ ξ μ μ η η τ

∞

=

− −

⎧
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −⎨

⎩
⎫

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎬
⎭

∑∫ ∫

∫ ∫
 

2
22

0 02
,

sin4 sin ( 1) cos
k n

k n

p
p t n s tk

n k
k n k k n

b ee B x y
l s p

τμ ημ μ
μ

−
⎧⎪= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −⎨
⎪⎩

∑  

( )22

0 0 2 2

cos sin 1 1sin cos 1k nkn p tp tl sn k
n k

n k k n k n

A x y te e
p p

μ ξ μ ημ μ
μ μ

⎫⎛ ⎞⎪− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − =⎜ ⎟⎬⎜ ⎟− ⎪⎝ ⎠⎭
 

( )22

2 2
,

4 1 ( 1)( 1) 1 sin cos .k n
k

p tn
n k

k n n k n n k k n

b A AtB e x y
l s p p

μ μ
μ μ μ

−
⎧ ⎫⎛ ⎞ −⎪ ⎪= ⋅ ⋅ − + ⋅ − − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑  
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Полученный ряд правильно сходится при всех значениях перемен-
ных, рассматриваемых в задаче. Это ответ снова удовлетворяет только 
тем же четырем из пяти заданных условий. Все размерности совпадают. 

 
№ 5.3 (В). Решение неоднородного уравнения переноса на плоско-

сти c многими нестационарностями. 

2 2

1 .

(0, , ) 0, ( , , ) 0.
( ,0, ) , ( , , ) 0.

( , ,0) 0.

x

y

uu A xt
b t

u y t u l y t
u x t Bt u x s t

u x y

∂⎧Δ − =⎪ ∂⎪⎪ ′= =⎨
⎪ ′ = =
⎪

=⎪⎩

          

( , , )
0 , 0 ;
0 .

, , , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A B b l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤
≤ < ∞

= >

 

1–2) Пара граничных условий по переменной x  уже однородна по 
условиям задачи, поэтому удобно отделить первой именно эту перемен-
ную и построить по ней базис для разложения в ряд. 

0

( , , ) ( , ) ( ),k k
k

u x y t u y t X x
∞

=

= ⋅∑
 
 

где 
2( ) sink kX x x
l

μ= ⋅  и (2 1) 0
2k k

l
πμ = + >  (см. табл. 1). lim ( , ) 0kk

u y t
→∞

= . 

3) Постановка задачи для функции  ( , ).ku y t  
22 2

2
2 2 2 2 2

1 1 ( )

( , ) ( ),

k k
k k k

k

k k
k

u uu u u u X x
x y b t y b t

A xt y t X x

μ

γ

⎧ ⎫∂ ∂∂ ∂ ∂
+ − = − − =⎨ ⎬

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭
= ≡ ⋅

∑

∑
 

где  
0

2( , ) ( , ) sin
l

k k ky t A xt X At x x d x
l

γ μ= = ⋅ ⋅ ⋅ =∫   

0
0

cos cos2 l
lk k

k k

x xAt x dx
l

μ μ
μ μ

⎧ ⎫
= ⋅ ⋅ − =⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
∫ 2

2 ( 1) .k
k

k

At A t
lμ
⋅ − ≡ ⋅�  

Теперь уравнение для функции  ( , )ku y t   получено в виде 
2

2
2 2

1 ( , ) ( , ) .k k
k k k k

u u u y t y t A t
y b t

μ γ∂ ∂
− − = ≡

∂ ∂
�  
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Нетрудно вывести и условия задачи 

( ,0, ) (0, ) ( ) ( ) ( ),y k k k k
k k

u x t u t X x Bt t X x
y

β∂′ = ⋅ = = ⋅
∂∑ ∑  

где 
0

2( ) ( , ) sin
l

k k kt Bt X Bt x d x
l

β μ= = ⋅ ⋅ =∫  

2 2(0, ) .k k k
k k

Bt BtB t u t B t
l y lμ μ

∂
= ≡ ⇒ = ≡

∂
� �  

( , , ) ( , ) ( ) 0 ( , ) 0.k k k
k

u x s t u s t X x u s t= ⋅ = ⇒ =∑  

( , ,0) ( ,0) ( ) 0 ( ,0) 0.k k k
k

u x y u y X x u y= ⋅ = ⇒ =∑  

Задача для функции  ( , )ku y t   теперь принимает вид 
2

2
2 2

1 ( , ) .

(0, ) , ( , ) 0;

( ,0) 0.

k k
k k k

k k k

k

u u u y t A t
y b t

u t B t u s t
y

u y

μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ =⎪ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎨∂⎪
⎪ =
⎪
⎩

�

�                 
( , ).

0 ,
0 .

k ku u y t
y s
t

=

≤ ≤
≤ < ∞

 

4) Приведение граничных условий к однородным здесь легко 
выполнить с помощью замены ( , ) ( , ) ( )k k ku y t v y t B t s y= − ⋅ −� , и тогда 
получим задачу для функции ( , )kv y t  

2
2 2

2 2 2

1 1( , ) ( ).

(0, ) 0, ( , ) 0;

( ,0) 0.

k k
k k k k k

k k

k

v v v y t A t B t s y
y b t b

v t v s t
y

v y

μ μ
⎧∂ ∂ ⎛ ⎞− − = − ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎪
⎪ ∂

= =⎨
∂⎪

⎪ =
⎪
⎩

� �

   
( , ).

0 ,
0 .

k kv v y t
y s
t

=

≤ ≤
≤ < ∞

 

5) Отделение переменной y  и решение для этой переменной 

краевой задачи 
0

( , ) ( ) ( )k k n n
n

v y t T t Y y
∞

=

= ⋅∑ , где 
2( ) cosn nY y y
s

μ= ⋅  

и (2 1) 0
2n n

s
πμ = + >   (см. табл. 1). Требуется 

,
lim ( ) 0.knk n

T t
→∞

=  
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6) Вывод дифференциального уравнения для функции  ( ).k nT t  

{ }
2

2 2
2 2 2

0

1 1( , ) ( ) ( )k k
k k k n k n k n n

n

v v v y t T p T t Y y
y b t b

μ
∞

=

∂ ∂ ′− − = − ⋅ + ⋅ ⋅ =
∂ ∂ ∑  

2
2

1 ( )k k kA t B t s y
b

μ⎛ ⎞= − + ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � ,    где   2 2 2 2( ) 0.k n k np b μ μ= ⋅ + >  

{ }2 2 2 2

0
( ) ( ) ( 1) ( )k n k n k n n k k k

n
T p T t Y y A b t B b t s yμ

∞

=

′ + ⋅ ⋅ = − + + ⋅ − ≡∑ � �  

0
( ) ( )kn n

n
t Y y

∞

=

≡ Γ ⋅∑ ,    где   ( )2 2 2( ) ( 1) ( ),kn k k k nt A b t B b t s y YμΓ = − + ⋅ + ⋅ − =� �  

2 2 2

0 0

2 2cos ( 1) ( ) cos
s s

k n k k nA b t y d y B b t s y y d y
s s

μ μ μ= − ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ − ⋅ ⋅ =∫ ∫� �  

2 2 2
0 0

sin2 2 1( 1) ( ) sins sn
k k k n

n n

yA b t B b t s y y
s s

μ μ μ
μ μ

⎡= − ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ +⎣
� �  

( )2 2 2
2

0

2 ( 1) 2 1sin 1 .
s n

n k k k
n n

y dy A b t B b t
s s

μ μ
μ μ

⎤ −
+ ⋅ = − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅⎥

⎦
∫ � �  

Тогда уравнение для  ( )k nT t   будет 
2

2
2 2 2

( 1) 2 2( ) ( ) .
k n

k
k n k n k n k n

n k n k n

b t BT p T t t B A
l s l s

μ
μ μ μ μ μ

+⎛ ⎞−′ + ⋅ = Γ ≡ − ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

7) Решение неоднородного дифференциального уравнения для ( ).k nT t  
Общее решение соответствующего однородного уравнения, очевидно, 

равно 
2

( ) k np t
k n k nT t C e−= ⋅
D

, где k nC const=  – постоянная интегрирования. 
В соответствии с видом неоднородности уравнения, его частное решение 
следует искать в виде двучлена ( )k nT t M t N= +�   ( , )M N const= , тогда 

2 2 2 2( ) ( ) ( )kn kn kn k n k n k nT p T t M p M t N M p t M p N′ + ⋅ = + ⋅ + = ⋅ + + =� �  
2

2 2 2

( 1) 2 2 .
k n

k

n k n k n

A b t BB
l s l s

μ
μ μ μ μ μ

+⎛ ⎞⋅ −
= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Приравняв в правых частях коэффициенты при одинаковых 
степенях t , легко получим 

2

2 2

( 1) 2 ;
k n

k

n k n k n

bM B A const
p l s

μ
μ μ μ

+⎛ ⎞−
= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2

2( 1) .k n
n

k k n k n

AN B const
p l s

μ
μ μ μ

+⎛ ⎞
= + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Тогда общее решение линейного неоднородного уравнения для 
функции ( )k nT t  равно 

2

2 2

2 2

( ) ( ) ( )

( 1) 2

k n

k n

p t
k n k n k n k n

k n
p t k

k n
n k n k n

T t T t T t C e M t N

b tC e B A
p l s

μ
μ μ μ

−

+
−

= + = ⋅ + + =

⎛ ⎞−
= ⋅ + − ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

D �

 

( )2

2 4

2 ( 1)
.

k n
k n

k n k n

b B A

p l s

μ μ

μ μ

+⋅ + ⋅ −
+  

8) Определение постоянной  k nC   из начального условия. 
Воспользовавшись соответствием  

0

( ,0) (0) ( ) 0 (0) 0,k k n n k n
n

v y T Y y T
∞

=

= ⋅ = ⇒ =∑  

сразу находим   
( )2

2 4

2 ( 1)
(0) 0 0

k n
n k

k n k n
k n k n

b B A
T C

p ls

μ μ

μ μ

+⋅ + ⋅ −
= + + =

⋅ ⋅
 

или   
( )2

2 4

2 ( 1)
.

k n
n k

k n
k n k n

b B A
C const

p l s

μ μ

μ μ

+⋅ + ⋅ −
= − =

⋅ ⋅
 

( )2
2

2 22

2

2 1( ) ( 1) 1

( 1) .

knP tk nn
k n

k n k kn k n

k nk

n k

b AT t B e
pp l s

At B

μ
μ μμ

μ
μ μ

−+

+

⎧ ⎛ ⎞⎪= + − ⋅ − +⎨ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞⎪+ ⋅ − − ⎬⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠⎭

 

9) Окончательный вид решения. 

( )
0 0

, 0

( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k k
k k

k n k n
k n

u x y t u y t X x v y t B t s y X x

T t X x Y y Bt s y

∞ ∞

= =

∞

=

= ⋅ = − − ⋅ =

= ⋅ ⋅ − ⋅ − =

∑ ∑

∑

�

 

( )2
2

2 2
, 0

4 1 ( 1) 1 knP tk nn

k n kn k k

b AB e
l s p

μ
μ μ

∞
−+

=

⎧ ⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ + − − +⎨ ⎜ ⎟

⎩ ⎝ ⎠
∑  
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2 2

sin cos( 1) ( )
k n

k k n

n k n k n

x yt B A Bt s y
p

μ μ μ
μ μ μ

+ ⎫⎛ ⎞ ⋅− ⎪+ ⋅ − ⋅ − ⋅ −⎬⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠ ⎭

, 

где   2 2 2 2( ), (2 1) 0, (2 1) 0.
2 2k n k n k np b k n

l s
π πμ μ μ μ= + = + > = + >  

Ряд сходится правильно по всем переменным ,x y  и t ; его общий 

член имеет порядок лучше, чем  2 2

1
( )

O
n k n

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 при , .k n →∞  

В случае однородного уравнения переноса 0A =   получим 
2

22
2

2 2 2
, 0

4 1( , , ) (1 ) sin cosk np tn
k k n

k n k n k n kn

Bbu x y t e t x y
l s p p

μ μ μ μ
μ μ

∞
−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= − + ⋅ ⋅ −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

( ).Bt s y− ⋅ −  
Очевидно, что сходимость ряда в этом частном случае лучше, чем 

в предыдущем общем. 
10) Проверка решения задачи по заданным условиям и размерностям. 

( , , ) 0 cos 0,x kl y t lu μ′ = =∵           ( , ,0) 0,u x y =  

( ),0, 0 ,yu x y Bt Bt′ = + =                ( ), , 0 cos 0,nu x s t sμ= =∵  

( ) ( )0, , 0 0u y t Bt s y= − − ≠  . 

Здесь при получении выражения ( )Bt s y− −  использовался ряд 

( )
0

4 11 sin 2 1 ,
2 1 2k

x k
k l

π
π

∞

=

= +
+∑  который задается только при  0 x l< ≤  

(см. Приложение 1, формула № 5), а при 0x→±  равен, соответственно, 1± . 
Однако значение в точке разрыва 0x =  следует заменить средним 

значением ( )1 1 1 0
2

+ − = . 

По условиям задачи имеем размерности  [ ( , , )]u x y t Q= , 
[A] = Q/L3T,   [B] = Q/LT,   [b2]=L2/T,   [μk,n]=1/L, 

( )
2

2 2 2 2
2

1[ ] 1.kn k n
Lp b T
T L

t tμ μ⎡ ⎤= + = =⎣ ⎦  

Поэтому 

[ ]
2

2

1 .Q Qu T L T TL Q
T LT LT
L

L
⎧ ⎫= ⋅ ⋅ ⋅ + ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭
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№ 5.4 (В). Решение двумерного уравнения переноса. 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2

1 0,

0, , , , , 0,

,0, , , 0,

, ,0 0.

x

uu
b t

u y t At u l y t

u x t u x s t

u x y

∂⎧Δ − =⎪ ∂⎪⎪ ′ = =⎨
⎪ = =
⎪

=⎪⎩

              

( ), ,
0 , 0 ,
0 .

, , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A b l s const

=

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ∞

= >

 

1–2) Начнем с разложения искомой функции по базисным векто-
рам, зависящим от переменной у, где граничные условия заданы 
однородными (решим самосопряженную граничную задачу). 

( ) ( ) ( )
1

, , , ,n n
n

u x y t u x t Y y
∞

=

=∑    где   ( ) 2 sinn nY y y
s

μ=  

и   0n
n

s
πμ = >   (см. табл. 1);   ( )lim , 0.nn

u x t
→∞

=        

3) Постановка задачи для функции  ( ), .nu x t  

( )
22 2

2
2 2 2 2 2

1 1 0.n n
n n n

n

u uu u u u Y y
x y b t x b t

μ
⎧ ⎫∂ ∂∂ ∂ ∂

+ − = − − =⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭
∑  

( ) ( ) ( )0, , 0, ,x n n
n

u y t u t Y y At
x
∂′ = =
∂∑  

где   ( ) ( ) ( )
0

2 20, , sin 1 ( 1)
s

n
n n n n

n

Atu t At Y At y dy A t
x s s

μ
μ

∂
= = ⋅ = − − ≡

∂ ∫ � . 

( ) ( ), , 0 , 0;nu l y t u l t= ⇒ =      ( ) ( ), , 0 ,0 0nu x y t u x= ⇒ = . 

Теперь задача для функции  ( ),nu x t  принимает вид 

( )

( ) ( )

( )

2
2

2 2

1 , 0;

0, ; , 0;

,0 0.

n n
n n

n n n

n

u u u x t
x b t

u t A t u l t
x

u x

μ
⎧∂ ∂

+ − =⎪ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎨
∂⎪

⎪ =
⎪
⎩

�            
( ), ,

0 ,
0 .

n nu u x t
x l
t

=

≤ ≤
≤ < ∞
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4) Привести к однородным граничные условия по переменной х 
можно с помощью замены искомой функции ( ) ( ) ( ), ,n n nu x t v x t A t l x= − −� . 
Тогда для новой функции ( ),nv x t  получим задачу 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2
2 2

2 2 2

1 1, .

0, ; , 0;

,0 0.

n n
n n n n

n n n

n

v v v x t A l x t
x b t b

v t A t v l t
x

v x

μ μ
⎧∂ ∂ ⎛ ⎞− − = − − +⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎪
⎪ ∂

= =⎨∂⎪
⎪ =
⎪
⎩

�

�        
( ), ,

0 ,
0 .

n nv v x t
x l
t

=

≤ ≤
≤ < ∞

 

5) Отделение переменной х и решение для этой переменной краевой 
задачи 

( ) ( ) ( )
0

,n k n k
k

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑ , 

где  ( ) 2 cosk kX x x
l

μ=   и  ( )2 1 0
2k k

l
πμ = + >   (см. табл. 1). 

6) Вывод дифференциального уравнения для функции ( )k nT t . 

( )

( ){ } ( ) ( )

2
2

2 2

2 2
2 2

1 ,

1 1 ;

n n
n n

k n k n k n k n n
k

v v v x t
x b t

T p T t X x A l x t
b b

μ

μ

∂ ∂
− − =

∂ ∂

⎛ ⎞′= − + ⋅ = − − ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ �
 

где  ( )2 2 2 2 0k n k np b μ μ= + > . 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

0 0

1 ,k n k n k n k n n k n k
k k

T p T t X x A l x b t t X xμ γ
∞

= =

′ + ⋅ = − ⋅ + = ⋅∑ ∑�  

где   ( ) ( ) ( )( )2 2 1 ,k n n n kt A l x b t Xγ μ= − ⋅ + =�  

( ) ( ) ( )2 2 2 2
2

0

2 21 cos 1 .
l

n
n n k n

k

AA b t l x x dx b t
l l

μ μ μ
μ

= + ⋅ − ⋅ = +∫
��

( ) ( ) ( )2 2 2
2

21 .n
k n k n k n k n n

k

AT p T t t b t
l

γ μ
μ

′ + = ≡ +
�
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7) Решение неоднородного дифференциального уравнения для 
функции ( )knT t . 

Общее решение соответствующего однородного уравнения получим 

( )
2
k n

o p t
k n k nT t C e−= ⋅ , где k nC const=  – постоянная интегрирования. 

Частное решение неоднородного уравнения для ( )k nT t  будем искать 

в виде двучлена ( )k nT t M t N= +�  ( ), ,M N const=   тогда 

( ) ( )

( )

2 2

2 2 2 2
2

21 .

k n k n k n k n

n
k n k n n

k

T p T t M p M t N

Ap M t M p N b t
l

μ
μ

′ + ⋅ = + + =

= ⋅ + + ⋅ = +

� �

�  

Приравнивая в правой части выражения коэффициенты при одина-
ковых степенях переменной t, находим постоянные M и N и составим 
частное решение неоднородного уравнения 

( )
2 2

2 2
2 2 2

2 1 .n n
k n n

k k n k n

A bT t b t
p l p

μμ
μ

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

��  

Поэтому общее решение заданного неоднородного уравнения 
будет 

( ) ( ) ( )
2

2 2
2 2

2 2 2

2 1 .k n
o p t n n

k nk n k n k n n
k k n k n

A bT t T t T t C e b t
p l p

μμ
μ

− ⎛ ⎞
= + = ⋅ + + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

��  

8) Для определения постоянной k nC  воспользуемся соответствием 
начальных условий ( ) ( ),0 0 0 0n k nv x T= ⇒ =  и получим 

( ) ( )

( )
( )( ) ( )

2

2

2

2 2
2 2

2 2 2

2 2
2

2 2 2

2 2
2

22 2

2 1 1

2 1

2 1 1
1 .

k n

k n

k n

p tn n
k n n

n k n k n

p tn k
n

n k n k n

n

p tk
n

k nn k k n

A bT t b t e
p l p

A b t e
p l p

Ab
t e

pp l s

μμ
μ

μμ
μ

μμ
μ μ

−

−

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + − − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤
= + − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

− − ⎡ ⎤
= ⋅ + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�
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Сделав замену 2 1n m= +  при 0m Z∈  и положив  

( )2 1 0n mn m
s s
π πμ μ= ⇒ = + >  и 0k n k mp p⇒ > , упростим полученное 

выражение 

( ) ( )2
22

2
2 2 2

4 1 .k mp tk
k m m

m k k m k m

AbT t t e
p p

μμ
μ μ

−⎧ ⎫⎪ ⎪= + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

9) Окончательный вид решения 

( ) ( ) ( ) ( ){ ( )} ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0 0

, , , ,m m m m m
m m

k m k m m m
m k m

u x y t u x t Y y v x t A t l x Y y

T t X x Y y t l x A Y y

∞ ∞

= =

∞ ∞ ∞

= = =

= = − − =

⎛ ⎞
= ⋅ − − ⋅ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑ ∑

�

�
 

( )
( ) ( )

( )

2

2

22
2

2 2 2
, 0

0

22
2

2 2 2
, 0

cos sin8 1

4 1 sin 2 1
2 1

cos sin8 1 ( ).

k m

k m

p tk k m
m

k m k m m k k m

m

p tk k m
m

k m k m m k k m

x yAb t e
l s p p

At yl x m
m s

x yAb t e At l x
l s p p

μ μ μμ
μ μ

π
π

μ μ μμ
μ μ

∞
−

=

∞

=

∞
−

=

⎧ ⎫ ⋅⎪ ⎪= ⋅ + − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

− − ⋅ + =
+

⎧ ⎫ ⋅⎪ ⎪= ⋅ + − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑

∑

 

Последняя форма ответа менее громоздкая, чем предыдущая 
(использована формула суммирования второго члена – см. Приложение 
1, формула № 5), но только в ответе с суммой выполняются граничные 
условия при 0y =  и y s= . 

Ряд в последней форме ответа правильно сходится по всем 

переменным x, y и t; общий член этого ряда имеет порядок 4

1O
mk

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

при ,m k →∞ . 
10) Проверка правильности ответа по условиям задачи и по 

размерностям. 

( ) ( )
0

0, , cos 0;x k x
x

u y t At xμ
=

′′ = =∵         ( ), , 0 cos 0.ku l y t lμ= =∵  

( ) ( ),0, , , 0u x t u x s t= =  –если рассматривать вторую часть ответа 
только в виде ряда (не суммировать).     ( ), ,0 0u x y = . 
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По условиям задачи имеем размерности   [ ]( , , ) ,u x y t Q=  

[ ]
( )

2 2
,

2 2 2 2 2 2

/ , / , 1 / ,

/ 1 / 1 / .

k m

k m m k

A Q LT b L T L

p b L T L T

μ

μ μ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ = + = ⋅ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Поэтому  [ ] [ ] [ ]
2

2
2 2 2

1 1 1 .Lu A T T L L T A TL Q
T L L L

⎧ ⎫= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 

№ 5.5 (С). Решение уравнения переноса внутри прямоугольного 
параллелепипеда со всеми однородными граничными условиями первого 
рода (типа Дирихле). 

2 2 2

2 2 2 2

0, 0, 0,

0

1 0.

0.

.
x l y s z H

t

u u u u
x y z b t

u u u

u A x y z
= = =

=

⎧∂ ∂ ∂ ∂
+ + − =⎪∂ ∂ ∂ ∂⎪⎪ = = =⎨

⎪
=⎪

⎪⎩

              

( ), , , .
0 , 0 ,
0 , 0 .

, , , , 0.

u u x y z t
x l y s
z H t

A b l s H const

=

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤ ∞

= >

 

1–2) Будем искать решение в виде разложения в трехкратный ряд 
Фурье. 

( ) ( ) ( )
, , 1

, , , , , ,k nm k n m
k n m

u x y z t T t x y z
∞

=

= ⋅Φ∑  

где ( ) ( ) ( ) ( ), , ;k nm k n mx y z X x Y y Z zΦ = ⋅ ⋅  ( ) 2 sink kX x x
l

μ=  и 0k
k
l
πμ = > ; 

( ) 2 sinn nY y y
s

μ=  и 0n
n

s
πμ = > ; ( ) 2 sinm mZ z z

H
μ=  и 0m

m
H
πμ = > ; 

( )
, ,
lim 0knmk n m

T t
→∞

=
 

(см. табл. 1).    
3-6) Подставив разложение в заданное дифференциальное 

уравнение, получим уравнение для функции  ( )k nmT t  

( ){ } ( )2
3 2 2

, ,

1 1 , , 0tt k nm k nm k nm k nm
k n m

u u T p T t x y z
b b

′ ′Δ − = − + Φ = ⇒∑  

      ( )2 0k nm k nm k nmT p T t′⇒ + = ,        где ( )2 2 2 2 2 0.k nm k n mp b μ μ μ= + + >  
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7) Решение полученного уравнения будет ( )
2
k nmp t

k nm k n mT t C e−= , где 

k nmC const=  – постоянная интегрирования. Теперь для искомой 

функции запишем ( ) ( )2

, ,
, , , , , .knmP t

knm knm
k n m

u x y z t C e x y z−= ⋅Φ∑  

8) Для определения постоянной k nmC  используем начальное 
условие задачи  

( ) ( )
, ,

, , ,0 , , ,k nm k nm
k n m

u x y z C x y z Ax y z= ⋅Φ =∑  

( )

0
0 0 0

,

cos2 2 1sin cos cos

k nm k nm

l s H
Hn

k m m
n m

C A x y z

yA x x dx y d z z z dz
l s H

μμ μ μ
μ μ

= Φ =

⎡ ⎤−
= ⋅ ⋅ − =⎢ ⎥− ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫
 

( ) ( )

( ) 1

2 2 cos 1 1

2 2
1 .

n m
k

k n m

k n m

k n m

A l s Hl
l s H

A l s H

μ
μ μ μ

μ μ μ
+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ⋅ − − ⋅ − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅ −

 

9) Окончательный вид решения  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

2

, ,

, , 1

, , ,

1
8 sin sin sin ,

k nm

k nm

p t
k nm k n m

k n m

k n m
p t

k n m
k n m k n m

u x y z t C e X x Y y Z z

A e x y zμ μ μ
μ μ μ

−

+ +∞
−

=

= ⋅ ⋅ ⋅ =

−
= − ⋅ ⋅ ⋅

∑

∑
 

где  ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 0.k nm k n m

k n mp b b
l s H

μ μ μ π
⎛ ⎞

= + + = + + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ряд сходится правильно по всем аргументам, и его общий член 
быстро стремится к нулю при  , , .k n m →∞  

10) Проверка решения задачи по условиям и размерностям. 

0,0, 0,
0z Hx l y s

u u u == =
= = =  – очевидно. 

( ) ( ) ( )1 1

1 1

1 1
, , ,0 8 sin sin

2

k n

k
k nk

s n y H zu x y z A x
n s H

π πμ
μ π π

+ +∞ ∞

= =

− − ⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  
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8 .
2 2 2
x y zA A x y z⎛ ⎞= − − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(см. Приложение 1, формула № 3). 
Здесь [ ] 3/A Q L= , поэтому все размерности в формуле ответа 

совпадают. 
 
№ 5.6 (С). Решение уравнения теплопроводности на плоскости со 

стационарными граничными условиями. 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

1 0.

0, , 0, , , 0.

,0, , , , 0.

, ,0 0

x

y

u u u
x y b t

u y t u l y t

u x t A x u x s t

u x y

⎧ ∂ ∂ ∂
+ − =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎪ ′= =⎨
⎪ ′ = =⎪
⎪ =⎩

                

( ), , .
0 , 0 ,
0 .

, , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A b l s const

=

≤ ≤ ≤ ≤
≤ < ∞

= >

 

1–2) Отделение переменной х, по которой граничные условия 
однородны, и решение для нее краевой задачи 

( ) ( ) ( )
0

, , , ,k k
k

u x y t u y t X x
∞

=

= ⋅∑  

где  ( ) 2 sink kX x x
l

μ=   и  ( )2 1
2k k

l
πμ = +   (см. табл. 1). 

( )lim , 0.kk
u y t

→∞
=  

3) Постановка задачи для функции ( ), .ku y t  

( )

( )

2
2

2 2 2 2

2
2

2 2

1 1 0

1 , 0.

k k
k k k

k

k k
k k

u uuu u X x
b t y b t

u u u y t
y b t

μ

μ

⎧ ⎫∂ ∂∂
Δ − = − − = ⇒⎨ ⎬

∂ ∂ ∂⎩ ⎭
∂ ∂

⇒ − − =
∂ ∂

∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

,0, 0,

2, sin

y k k k k
k k

l

k k n

u x t u t X x A x t X x
y

t A x X A x x dx
l

γ

γ μ

∂′ = ⋅ = = ⋅ ⇒
∂

⇒ = = ⋅ =

∑ ∑

∫
 

( ) ( )2

2 1 ; 0, .k
k k k

k

A A const u t A
l yμ

∂
= − ≡ = =

∂
� �  
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( ) ( ) ( ) ( ), , , 0 , 0.k k k
k

u x s t u s t X x u s t= ⋅ = ⇒ =∑  

( ) ( ) ( ) ( ), ,0 ,0 0 ,0 0.k k k
k

u x y u y X x u y= ⋅ = ⇒ =∑  

( )

( ) ( )

( )

2
2

2 2

1 , 0;

0, , , 0;

,0 0.

k k
k k

k k k

k

u u u y t
y b t

u t A u s t
y

u y

μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ =⎪ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎨
∂⎪

⎪ =
⎪
⎩

�                
( ), .

0 ,
0 .

k ku u y t
y s
t

=

≤ ≤
≤ < ∞

 

4) Приведение граничных условий по у к однородным. 
( ) ( ) ( ) ( ), , .k ku y t v y t t y tα β= + +  

( ) ( ) ( ) ( )0, 0,k k k ku t v t t A t A
y y

α α∂ ∂
= + = ⇒ =

∂ ∂
� �   при  ( )0, 0.kv t

y
∂

=
∂

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0k k ku s t v s t t s t t s t s Aα β β α= + ⋅ + = ⇒ = − ⋅ = − ⋅ �  
при  ( ), 0.kv s t =         ( ) ( ) ( ),0 ,0 .k k ku y v y A s y= − −�  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2

2 2

1 , , .

0, 0, 0, 0; 0 , 0 .

,0 . , , .

k k
k k k k k k

k k

k k k k k

v v v y t A s y v v y t
y b d t

v t v t y s t
y

v y A s y u y t v y t A s y

μ μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ = − − =⎪ ∂⎪
⎪ ∂

= = ≤ ≤ ≤ ≤ ∞⎨∂⎪
⎪ = − = − −
⎪
⎩

�

� �

 

5) Отделение переменной у и решение краевой задачи по этой 
переменной. 

( ) ( ) ( )
0

, ,k k n n
n

v y t T t Y y
∞

=

= ⋅∑  

где ( ) 2 cosn nY y y
s

μ=   и  ( ) 02 1 0, .
2n n n Z

s
πμ = + > ∈   (см. табл. 1). 

6) Вывод дифференциального уравнения для  ( ).k nT t  

( ) ( ){ } ( )
2

2 2
2 2 2

1 1,k k
k k k n k n k n n

n

v v v y t T p T t Y y
y b t b

μ∂ ∂ ′− − ⋅ = − + ⋅ ⋅ =
∂ ∂ ∑  

( )2 ;k kA s yμ= − −�                        ( )2 2 2 2 0.k n k np b μ μ= + >  
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( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 1 .

k n k n k n n k k
n

k
k n n

n

T p T t Y y b A s y

Ab s y t Y y
l

μ′ + ⋅ = − =

= − − = Γ ⋅

∑

∑

�

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

2
0

2 1 ,

2 21 cos 1 .

k
kn n

s
k k

n
n

t Ab s y Y
l

Ab Abs y y dy const
ls ls

μ
μ

⎛ ⎞
Γ = − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ⋅ − − ⋅ = − =∫
 

( ) ( )
2

2
2

2 1 .k
k n k n k n k n

n

AbT p T t
l sμ

′ + ⋅ = Γ ≡ −  

7) Решение неоднородного дифференциального уравнения для 
функции ( )k nT t . 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2

2 1 .k n k n
o kp t p tk n

k nk n k n k n k n
k n n k n

AbT t T t T t C e C e
p p l sμ

− −Γ
= + = + = + −�  

( ) ( ) ( )
2

2

2 2
0

2 1
, .k n

k
p t

k k n n
n n k n

Ab
v y t C e Y y

p l sμ

∞
−

=

⎧ ⎫−⎪ ⎪= + ⋅⎨ ⎬
⎪⎪ ⎭⎩

∑  

8) Определение постоянной k nC  из начального условия для 
функции ( ),kv y t . 

( ) ( ) ( )2
0 0

,0 ,k n
k k n n k k n n

n nk n

v y C Y A s y q Y y
p

∞ ∞

= =

⎧ ⎫Γ⎪ ⎪= + ⋅ = − ≡ ⋅⎨ ⎬
⎪⎪ ⎭⎩

∑ ∑�  

( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0

2 1 2 1
, cos .

k ks

kn k n n
k k n

A A
q A s y Y s y y d y

l s l s
μ

μ μ μ
− −

= − = ⋅ − ⋅ =∫�  

( ) ( ) ( )2 2

2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1k k k

k n
k n n k n k k n

A Ab Ab
C

l s p l s p l sμ μ μ μ
− − −

= − = . 

9) Окончательный вид решения. 

( ) ( )

( )

2

2

22

2 2 2
0

2

2 2 2
0

,

2 2 1 1 11 cos .

k n

p tk n

p tk n k nn
k n

n k n k k n

k
n

n k n kn

v y t e Y y
p p

Ab e y
ps l

μ
μ

μ
μ μ

−

∞
−

=

∞

=

⎧ ⎫Γ Γ⎪ ⎪= + ⋅ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞
= ⋅ − ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑
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( ) ( ) ( )

( )
22

2 2 2 2
0

, ,

2 2 1 1 11 cos .
p tk n

k k k

k
n

n k n k n k

u y t v y t A s y

b s yA e y
l s p

μ
μ μ μ

−∞

=

= − − =

⎧ ⎫⎛ ⎞ −⎪ ⎪= − + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑

�

 

( ) ( ) ( )

( )2

1

2
0

2

2 2 2
0

12, , sin

12 1 1 sin cos
p tk n

k

k
k k

k

k n
n k n k n

Au x y t s y x
s

b e x y
s p

μ
μ

μ μ
μ μ

−

+∞

=

∞

=

⎧ −⎪= − +⎨
⎪⎩

⎫−⎛ ⎞ ⎪+ + ⋅ =⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎭

∑

∑

( )
( )
( )

( )
1

2
2

0

1
sin 2 18

22 1

k

k

x kAl s l lk
π

π

+

∞

=

−
+ +

= − +∑  

( )22

2 2 2
, 0

14 1 1 sin cos
p tk n

k

k n
k n k n kn

Ab e x y
l s p

μ μ
μ μ

−∞

=

−⎛ ⎞
+ + ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

( ) ( )22

2 2 2
, 0

14 1 1 sin cos .
p tk n

k

k n
k n k n k n

AbAx s y e x y
l s p

μ μ
μ μ

−∞

=

−⎛ ⎞
= − − + + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

Здесь использована формула № 15 из Приложения 1. Полученное 
разложение сходится правильно по всем переменным x, y и t. Общий 

член разложения имеет порядок 
( )2 2 2

1O
k n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 при , .k n →∞  

10) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям.  

( )0, , 0,u y t =      ( ),0, 0,yu x t′ =      ( ), , 0.u x s t =  

( ) ( ) ( )2 2
0 0

14 1, ,0 sin cos
k

k n
k nk n

Au x y x y Ax s y
l s

μ μ
μ μ

∞ ∞

= =

−
= ⋅ − − =∑ ∑  

( ) ( )4 0
2 2

A xl s s y Ax s y
ls

= − − − = ,   

(см. Приложение 1, формулы № 15 и 14). 
( ) ( ), , 0 0xu l y t A s y′ = − − ≠  – для выполнения условия нужно просум-

мировать ряды. 
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По условиям задачи имеем размерности [ ]( , , ) ,u x y t Q=  [ ] 2/ ,A Q L=  
2 2 / ,b L T⎡ ⎤ =⎣ ⎦   , 1 / ,k n Lμ⎡ ⎤ =⎣ ⎦   2 1 / .knp T⎡ ⎤ =⎣ ⎦   Поэтому 

[ ] [ ] [ ] ( )
2

2 2 2
2

1 .Lu A L A L L T Q
T L

= + + ⇒  

 
№ 5.7 (С). Решение уравнения переноса со смешанными стационар-

ными граничными условиями внутри прямоугольника. 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

1 .

0, , 0, , , .

,0, , , 0.

, ,0 0.

x

y

u u u A
x y b t

u y t u l y t B

u x t u x s t

u x y

⎧ ∂ ∂ ∂
+ − =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎪ ′= =⎨
⎪ ′ = =⎪
⎪ =⎩

                 

( ), , .
0 , 0 .
0 .

, , , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A B b l s const

=

≤ ≤ ≤ ≤
≤ < ∞

= >

 

1–2) Пара граничных условий по у однородна, поэтому эту пере-
менную можно отделить и решить соответствующую краевую задачу. 

( ) ( ) ( )
0

, , , ,k k
k

u x y t u x t Y y
∞

=

= ⋅∑  

где ( ) 2 cosk kY y y
l

μ=  и ( )2 1 0
2k k

s
πμ = + >     (см. табл. 1), 

( )lim , 0.kk
u x t

→∞
=  

3) Постановка задачи для функции ( ),ku x t . 

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 2 2 2

1 1,

,

k k
k k k

k

k k
k

u uuu u x t Y y
b t x b t

A t Y y

μ

γ

⎧ ⎫∂ ∂∂
Δ − = − − =⎨ ⎬

∂ ∂ ∂⎩ ⎭
= = ⋅

∑

∑
 

( ) ( )
0

2 2, cos 1 .
s

k
k k k k

k

AA Y A y dy A
s s

γ μ
μ

= = ⋅ = − ≡∫ �  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

, , ,

2 2, cos 1

x k k
k

s
k

k k k
k

u l y t u l t Y y B
x

Bu l t B y d y B
x s s

μ
μ

∂′ = ⋅ = ⇒
∂

∂
⇒ = ⋅ = − ≡

∂

∑

∫ �
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( ) ( ) ( ) ( )0, , 0, 0 0, 0.k k k
k

u y t u t Y y u t= ⋅ = ⇒ =∑  

( ) ( ) ( ) ( ), ,0 ,0 0 ,0 0.k k k
k

u x y u x Y y u x= ⋅ = ⇒ =∑  

( )

( ) ( )

( )

2
2

2 2

1 , ;

, , 0, 0;

,0 0.

k k
k k k

k k k

k

u u u x t A
x b t

u l t B u t
x

u x

μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ =⎪ ∂ ∂⎪
∂⎪ = =⎨
∂⎪

⎪ =
⎪
⎩

�

�              
( ),

0 , 0 .
k ku u x t

x l t
=

≤ ≤ ≤ < ∞
 

4) Приведение граничных условий к однородным выполним 
с помощью замены ( ) ( ), ,k k ku x t v x t B x= + �   и получим  

( )

( ) ( )

( )

2
2 2

2 2

1 , .

0, 0, , 0;

,0 .

k k
k k k k k

k k

k k

v v v x t A B x
x b t

v t v l t
x

v x B x

μ μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ = + ⋅⎪ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎨ ∂⎪
⎪ = −
⎪
⎩

� �

�

      
( ), .

0 , 0 .
k kv v x t

x l t
=

≤ ≤ ≤ < ∞
 

5) Разделение переменных для функции ( ),kv x t  и решение краевой 
задачи по переменной  х. 

( ) ( ) ( )
0

, ,k k n n
n

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑  

где ( ) 2 sinn nX x x
l

μ=  и ( )2 1 0
2n n
l
πμ = + >  (см. табл.1.), ( )

,
lim 0.k nk n

T t
→∞

=  

6). Вывод дифференциального уравнения для функции  ( )knT t . 

( )

( ){ } ( ) ( )

2
2 2

2 2 2

2 2
2

1 1,

1 ;

k k
k k k n n k n n k k n n

n

k n k n k n n k k k k n n
n n

v v v x t T X T X T X
x b t b

T p T t X x A B x X x
b

μ μ

μ

∂ ∂ ⎧ ⎫′′ ′− − ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬∂ ∂ ⎩ ⎭

′= − + ⋅ ⋅ = + ≡ Γ ⋅

∑

∑ ∑� �
 

( )2 2 2 2 0.k n k np b μ μ= + >  
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( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

0

2 2
0

0

2
2

2, sin

1 2 cos 0 cos

1 1 .

l

k n k k k n k k k n

l
l

k k k n k k n
n

n
k n k k

n

A B x X A B x x d x
l

A B x x B x d x
l

A B const

μ μ μ

μ μ μ μ
μ

μ μ
μ

Γ = + = + ⋅ =

⎡ ⎤−
= + − + ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − =⎣ ⎦

∫

∫

� �� �

� � �

� �

 

( ){ } ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2

2
2 2 2

2 1 .

k n k n k n n k n n
n n

n
k n k n k n k n k n k k

n

T p T t X x b X x

bT p T t b A B constμ μ
μ

′ + ⋅ ⋅ = − Γ ⋅ ⇒

−′⇒ + ⋅ = − ⋅Γ = + − =

∑ ∑

� �
 

7) Решение дифференциального уравнения для  ( )k nT t . 

( )
2

2

2 .k n
o p t

k nk n k n k n k n
k n

bT t T T C e
p

−= + = ⋅ − Γ�  

8) Определение постоянной k nC  из начального условия для 
функции ( ), .kv x t  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
0

, .k np t
k k n n k n k n n

n n k n

bv x t T t X x C e X x
p

∞
−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ = ⋅ − Γ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  

( ) ( ) ( )
2

2, 0 ;k k n k n n k k n n
n nk n

bv x C X x B x X x
p

β
⎧ ⎫⎪ ⎪= − Γ ⋅ = − ≡ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑�  

( )
0

0
0

2, sin

2 cos cos

l

k n k n k n

l
lk

n n
n

B x X B x x d x
l

B x x x d x
l

β μ

μ μ
μ

= − = − =

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫

� �

�
 

( )
2

1
2

2 1 ;nk
k n k n k n

n k n

B bconst C
l p

β
μ

+= − = ⇒ − Γ =
�

 

2

2 .k n k n k n
k n

bC const
p

β= Γ + =  

9) Окончательный вид решения и его упрощение. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,k k k k k
k k

u x y t u x t Y y v x t B x Y y= ⋅ = + ⋅ =∑ ∑ �  
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( ) ( ) 2
2

2
, 0

, knP t
k k k n k n n k

k k n k n

bBx v x t Y y Bx C e X Y
p

∞
−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= + ⋅ = + − Γ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  

( ) ( )
2

2 2

2 2
,

k np t
k n k n k n n k

k n k n k n

b bB x e X x Y y
p p

β −
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= + Γ + − Γ =⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑  

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

22
2

2
,

2
2

2 2

2 1 1

11 .

k nn n
k n k k k

k n k n

n
k n k k n k

k n n

p tbBx A B B e
l p

b A B X x Y y
p

μ μ

μ μ
μ

−⎧ ⎡ ⎤⎪= + ⋅ + − − − ⋅ −⎢ ⎥⎨
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎪− + − ⎬
⎪⎭

∑ � � �

� �

 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2
2

2
2 2

, 0

2
2 2

4 1, , 1 1

11 1 sin cos ,

k nn n p t
n k

k n k n

k
n

n k n k
k n k n

b Bu x y t B x A B e
l s p b

A B x y
p

μ μ

μ μ μ μ
μ μ

∞
−

=

⎧ ⎡ ⎤⎪= + + − − − −⎢ ⎥⎨
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫ −⎪− + − ⋅⎬
⎪⎭

∑
 

где  ( )2 1 ,
2k k

s
πμ = +      ( )2 1 ,

2n n
l
πμ = +      ( )2 2 2 2 0.k n k kp b μ μ= + >   

Двойной ряд сходится правильно по всем аргументам x, y и t. 

Самые слабые оценки сходимости общего члена ряда составляют 
1O
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

и  2

1O
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при , .k n →∞  

10) Проверка решения задачи по заданным условиям и по 
размерностям. 

( )0, , 0;u y t =      ( ) ( ), , sin 0;x n x
x l

u l y t B xμ
=

′′ = =∵      ( ),0, 0.yu x t′ =  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2
,

2

2 2
0 0

, ,0 1

1 14 cos sin

1 14 2 4cos 2 1 sin 2 1
2 1 2 (2 1) 2

k n kn k n n k
k n k n k n

k n

k n
k nk n

k n

k n

b bu x y B x X x Y y
p p

BB x y x B x
l s

B s y l xk n
l s k s n l

β

μ μ
μ μ

π π
π π

∞ ∞

= =

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= + Γ + ⋅ − Γ ⋅ =⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

− −
= − ⋅ ⋅ = −

− −
− ⋅ + ⋅ + =

+ +

∑

∑ ∑

∑ ∑
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2

3

32 0
4 8

Bl xBx B x B x
l

π π
π

= − ⋅ ⋅ = − =  (см. Приложение 1, формулы № 8 и 12). 

( ), , 0u x s t B x= ≠  – условие не выполняется. 
Замечания. Полученное для ответа ( ), ,u x y t  разложение в двойной 

ряд Фурье не сходится к какой-либо конечной комбинации элементарных 
функций, но может быть сведено к линейной комбинации нескольких Θ 
и Η  (тета и эта) функций Якоби (из отношений которых получаются 
известные двоякопериодические эллиптические функции sn , cn  и dn ). 
Именно только через комбинацию Θ- и Η -функций Якоби может быть 
записан ответ решаемой задачи, который удовлетворяет всем условиям. 
Полученная же нами громоздкая форма решения задачи в виде двойного 
ряда Фурье (не приведенная к комбинации Θ- и Η -функций Якоби) не 
удовлетворяет условию задачи при y s= , так как (один из составляющих 
ответ) ряд вида  

( )
( )

( )2
0

1
cos 2 1 0

4 22 1

k

k

y k y s
sk

π π∞

=

−
= + ∀ ≤ <

+
∑  

не имеет смысла в концевой точке y s= , ведь там получается неравен-

ство 0
4
π
≠ , так как имеем ( )cos 2 1 cos 0.

2 2y s

y k k
s

π ππ
=

⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

По условию задачи имеем размерности [ ]( , , ) ,u x y t Q=  

[ ] 2/ ,A Q L=   [ ] / ,B Q L=  2 2 / ,b L T⎡ ⎤ =⎣ ⎦  , 1 / ,k n Lμ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  2 1 / .k np T⎡ ⎤ =⎣ ⎦  
Поэтому 

[ ] [ ]u B L= +  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2

3
2 2 2 2

1 1 1 1 1L TT A B B T A B L Q
T L L L L L L

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + ⇒⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
. 

 
№ 5.8 (С). Решение уравнения переноса на плоскости со стационар-

ными условиями. 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

1 0.

0, , 0, , , 0.

,0, , , , 0.

, ,0 0.

x

y

u u u
x y b t

u y t u l y t

u x t Ax u x s t

u x y

⎧ ∂ ∂ ∂
+ − =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎪ ′= =⎨
⎪ ′ = =⎪
⎪ =⎩

               

( ), , .
0 , 0 .
0 .

, , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A b l s const

=

≤ ≤ ≤ ≤
≤ < ∞

= >
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1–2) ( ) ( ) ( )
0

, , , ,k k
k

u x y t u y t X x
∞

=

= ⋅∑  где ( ) 2 sin ,k kX x x
l

μ=  

( )2 1 0
2k k

l
πμ = + >   (см. табл. 1). Требуется  ( )lim , 0.kk

u x t
→∞

=  

3) ( ) ( )
2

2
2 2 2 2

1 1, 0.k k
k k k

k

u uuu u x t X x
b t y b t

μ
⎧ ⎫∂ ∂∂

Δ − = − − =⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭
∑  

( )
2

2
2 2

1 , 0.k k
k k

u u u y t
y b t

μ∂ ∂
− − =

∂ ∂
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0, 0, ,y k k k k
k k

u x t u t X x At t X x
y

γ∂′ = ⋅ = ≡ ⋅
∂∑ ∑  

( ) ( )

( )
0

2 2, sin 0

0, .

l

k k k k
k

k k

Att At X At x d x A t
l l

u t A t
y

γ μ
μ

= = = ≡ > ⇒

∂
⇒ =

∂

∫ �

�
 

( ) ( ), , 0 , 0,ku x s t u s t= ⇒ =       ( ) ( ), ,0 0 ,0 0ku x y u y= ⇒ = . 

( )

( ) ( )

( )

2
2

2 2

1 , 0.

0, , , 0.

,0 0.

k k
k

k k k

k

u u u y t
y b t

u t A t u s t
y

u y

μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ =⎪ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎨
∂⎪

⎪ =
⎪
⎩

�                
( ), .

0 , 0 .
k ku u y t

y s t
=

≤ ≤ ≤ < ∞
 

4) ( ) ( ) ( ), , .k k ku y t v y t A t s y= − −�  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2
2 2

2 2 2

1 1, .

0, 0, , 0. , .

,0 0 0 , 0 .

k k
k k k k

k k k k

k

v v v y t A s y t
y b t b

v t v s t v v y t
y

v y y s t

μ μ
⎧∂ ∂ ⎛ ⎞− − ⋅ = − − +⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎪
⎪ ∂

= = =⎨
∂⎪

⎪ = ≤ ≤ ≤ < ∞
⎪
⎩

�
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5)  ( ) ( ) ( )
0

, ;k kn n
n

v y t T t Y y
∞

=

= ⋅∑     ( ) 2 cos ,n nY y y
s

μ=     

( )2 1 0
2n n

s
πμ = + >      (см. табл. 1),      ( )

,
lim 0.k nk n

T t
→∞

=  

6) ( ){ } ( )
2

2 2
2 2 2

1 1k k
k k k n k n k n n

n

v v v T p T t Y y
y b t b

μ∂ ∂ ′− − ⋅ = − + ⋅ ⋅ =
∂ ∂ ∑  

( ) 2
2

1 ;k kA s y t
b

μ⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

( )2 2 2 2 0.k n k np b μ μ= + >         ( ) ( )2 ,k n k n k n k nT p T t t′ + ⋅ = Γ  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

0

2 2 2 2
2

1 ,

21 cos

2 1 1 .

k n k k n

s

k k n

k k n k
k n

t A s y b t Y

A b t s y y dy
s

A b t B b t
l s

μ

μ μ

μ μ
μ μ

Γ = − + =

= + − =

= + ≡ +

∫

�

�

�

 

( ) ( ) ( )2 2 2 1 .k n k n k n k n k n kT p T t t B b tμ′ + ⋅ = Γ ≡ +�  

7) ( ) ( ) ( );
o

k nk n k nT t T t T t= + �       ( )2 0
o o

k n k nk nT p T t′ + ⋅ = ⇒  

( )
2

,k n
o p t

k n k nT t C e−⇒ = ⋅        .k nC const=  

( )k nT t tα β= +�       ( ), .constα β =  

( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2 2

1

/ ,
kn kn k n k n k n k

k n k k n

T p T t p t B b t

B b p

α α β μ

α μ

′ + ⋅ = + + = + ⇒

⇒ =

� � �

�
 

( ) ( )2 2 2 2 2

2
2 2 4

4

/ / /

2/ 0.

k n k n k n k n k k n k n

k n k k n
k k n

B p B B b p p

AbB b p
p l s

β α μ

μ
μ

= − = − =

= = >

� � �

�  
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( )
2 2 2 2 22

2 2
2 2 2 21 / 0.k k n

k n k n k n k n k n k
k n k n k n k n

b b bT t B t B p B t
p p p p
μ μ μμ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − = + >⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
� � � �  

( )
2

22
2

2 2 .k n
o p t n

k nk n k n k n k n k
k n k n

bT t T T C e B t
p p

μμ− ⎛ ⎞
= + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
� �  

8)   ( ) ( ) ( )
0

,k k n n
n

v y t T t Y y
∞

=

= ⋅ =∑  

( )
2

22
2

2 2
0

.k np t n
k n k n k n

n k n k n

bC e B t Y y
p p

μμ
∞

−

=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= + + ⋅⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ �  

( ) ( )
2 2

4
0

,0 0n
k k n k n n

n k n

bv y C B Y y
p
μ∞

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= + ⋅ = ⇒⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ �
2 2

4 0.n
k n k n

k n

bC B
p
μ

= − <�  

9) ( ) ( ) ( ), ,k k ku y t v y t A t s y= − − =�   

( ) ( ) ( )2
2

2 2
2 2

0
1 .knp tkn n

k k n
k kn kn

BA t s y b t e Y y
p p

μμ
∞

−

=

⎧ ⎫
= − − + + − ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑
��  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0

, , ,

,

k k
k

k k k k
k k

u x y t u y t X x

v y t X x t s y A X x

∞

=

∞ ∞

= =

= ⋅ =

= ⋅ − − ⋅ ⋅ =

∑

∑ ∑ �
 

( ) ( )
2

22
2

2 2 2
, 0

sin cos4 1 ,k np tn k n
k

k n k n k n k n

x yAb e t At s y
l s p p

μ μ μμ
μ μ

∞
−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ − + − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

где    ( )2 1 ,
2k k

l
πμ = +     ( )2 1 ,

2n n
s
πμ = +     ( )2 2 2 2 .k n k np b μ μ= +  

10) ( ) ( ), , 0 sin 0;x k x
x l

u l y t xμ
=

′′ = =∵      ( ),0, ;yu x t At′ =  

( ), , 0 cos 0;nu x s t sμ= =∵     ( ), ,0 0.u x y =  
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( ) ( )0, , 0 0u y t At s y= − − ≠  – без представления в виде ряда. 

[ ]( , , ) ,u x y t Q=      [ ] 2/ ,A Q L T=      2 2 / ,b L T⎡ ⎤ =⎣ ⎦       , 1 / ,k n Lμ⎡ ⎤ =⎣ ⎦       

2 1 / .k np T⎡ ⎤ =⎣ ⎦       [ ] [ ] [ ]
2

3
2 2

1 1 .Lu A T L T A L T Q
T L L

⎧ ⎫= + ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 
№ 5.9 (С). Решение трехмерного уравнения переноса с однород-

ными граничными условиями первого рода Дирихле по общей формуле 
(см. задачу 5.1 (А) пункт 8) и методом разделения переменных. 

( )

( ) ( )

3 2

0

1 , .

, 0, .
t

uu F M t A xt
b t

u M t u f M B y z
σ

ϕ
=

∂⎧Δ − = ≡⎪ ∂⎨
⎪ = ≡ = ≡⎩

      

( ) ( )
( )
( )

, , , , .

, , ,

, , .

u u M t u x y z t

M x y z V

M Vξ η ζ σ

= ≡

∈

′ ∈ ∪

 

0 , , 0 , , 0 , , 0 , .x l y s z H tξ η ζ τ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ < ∞  

( ), ,M x y z  – точка измерения (параметры интегралов). 

( ), ,M ξ η ζ′  – точка источника (переменные интегрирования). 

V  – объем прямоугольного параллелепипеда размера  ,l s H× ×  
Vσ = ∂  – его поверхность,       υG  – орт внешней нормали. 

1) Общая формула решения задачи с помощью функции Грина 
(источника) имеет вид  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

0

, ,

, ,

, , ;

V

t

V

u M t f M G M M t dV

b M G M M t d

F M G M M t d V d

σ

ϕ τ τ σ
υ

τ τ τ

′ ′ ′= ⋅ −

⎡ ∂′ ′ ′− ⋅ ⋅ − +⎢ ′∂⎣
⎤

′ ′ ′+ ⋅ − ⎥
⎦

∫∫∫

∫ ∫∫

∫∫∫

w  

где  ,dV d d dξ η ζ′ = ⋅ ⋅       d d dξσ η ζ= ⋅   и т.п. 

( ) ( ) ( )
2

, , 1
, k nmp t

k nm k nm
k n m

G M M t e M M
∞

− ∗

=

′ ′= ⋅Φ ⋅Φ∑  – функция Грина 

(источника), где трехмерные базисные орты (множество собственных 
функций) равны 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .k nm k nm k n mM x y z X x Y y Z zΦ ≡ Φ = ⋅ ⋅  
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Из табл. 1 находим значения 

( ) 2 sink kX x x
l

μ=      и     0k
k

l
πμ = > , 

( ) 2 sinn nY y y
s

μ=      и     0n
n

s
πμ = > , 

( ) 2 sinm mZ z z
H

μ=       и      0.m
m

H
πμ = >       , , .k n m∈Ν  

( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 0.k nm k n m

k n mp b b
l s H

μ μ μ π
⎛ ⎞

= + + = + + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2) С условиями нашей задачи общая формула ее решения принимает 
вид 

( ) ( ) ( )

{ ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

0

, , 1

2

0

, , 0 ,

, ,

, , , , ,

k n m

k nm

t

V V

p t
k nm

k n m V

t
p t

k nm k nm
V

u M t B G M M t dV b A G M M t dV d

Be d d d

Ab e d d d d x y zτ

ηζ ξτ τ τ

ηζ ξ η ζ ξ η ζ

τ τ ξ ξ η ζ ξ η ζ

∞
− ∗

=

− − ∗ ∗

⎡ ⎤
′ ′ ′ ′= − − − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

= ⋅ ⋅Φ −

⎫
− ⋅Φ ⋅Φ⎬

⎭

∫∫∫ ∫ ∫∫∫

∑ ∫∫∫

∫ ∫∫∫

 

где  ( ), ,k nm
V

d d dξ η ζ ηζ ξ η ζΦ ⋅ ⋅ =∫∫∫  

( ) ( ) ( )
0 0 0

l s H

k n mX d Y d Z dξ ξ η η η ζ ς ζ= ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

0 0 0

2 2 sin sin sin
l s H

k n md d d
l s H

μ ξ ξ μ η η η μ ζ ζ ζ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

(

( )( )( )

0 0
00

0

cos2 2 1 1cos cos cos

2 2cos 1 1 1 ;

l s
s Hk

n n m
k n m

H
k n m

m
k n m

d
l s H

s Hd
l

μ ξ η μ η μ η η ζ μ ζ
μ μ μ

μ ζ ζ
μ μ μ

+

⎛ ⎞− −
= ⋅ ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

⎞
− = − − −⎟

⎠

∫

∫
 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

, ,
l s H

k nm k n m
V

d d d X d Y d Z dξ η ζ ξ ξ η ζ ξ ξ ξ η η ζ ζΦ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  
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( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 1 1 1 1 .k n m

k n m

l
s Hμ μ μ

−
= − − − − −  

( )

( )

2 2 2 2

2

2 0
0 0

2 2

1

1 1 1 .

k n m

k n m

t ttp t p t p p

p t

k nm k nm

e d e e e d
p

t e
p p

τ τ ττ τ τ τ− − −

−

⎛ ⎞
⋅ = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
 

3) Окончательное решение задачи. 

( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2

2

, , 1

2

2 2

, , , 8 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 .

k nm

k nm

k n m p t

k n m

k n mp t

k nm k nm

Bu x y z t e
l

Ab t e
s H p p

∞
+ −

=

−

⎧= − − − +⎨
⎩

⎫⎛ ⎞ ⎪+ − − − − − − −⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎭

∑

1 sin sin sin ,k n m
k n m

x y zμ μ μ
μ μ μ
⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

где 
  

,k
k
l
πμ =    ,n

n
s
πμ =    ,m

m
H
πμ =    ( )2 2 2 2 2 0.k nm k n mp b μ μ μ= + + >  

Некоторые суммы здесь упрощаются, если в выражениях вида 
( )1 1 k− −  перейти к  2 1k k′= +   и т. п. 

4) Проверка решения по условиям задачи. 

0 sin 0 sin sin sin 0.k n mu l s H
σ

μ μ μ= = = = =∵  

( ) ( ) ( )1 1

0
, , 1

1 1 1 18 sin sin sin
k n m

k n mt
k n m k n m

Bu x y z
l

μ μ μ
μ μ μ

+ +

=
=

− − − −
= ⋅ ⋅ ⋅ =∑  

8
2 2 2 2

B l x x y z B y z
l

− −⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (см. ряды № 1 и 3). 

Проверка размерностей: [ ]( , , ) ,u x y t Q=  [ ] 3/ ,A Q L T=   [ ] 2/ ,B Q L=  

2 2 / ,b L T⎡ ⎤ =⎣ ⎦    , , 1 / ,k n m Lμ⎡ ⎤ =⎣ ⎦     2 1 / .k nmp T⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

[ ] [ ] [ ]
2

3
2

1 .L Tu B A T L Q
L T L

⎧ ⎫
= + ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭
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5) Решение задачи методом разделения переменных.  
Пусть 

( ) ( ) ( )
, ,

, .k nm k nm
k n m

u M t T t M= ⋅Φ∑  

( ){ } ( )2
3 2 2

, ,

1 1 .k nm k nm k nm k nm
k n m

uu T p T t M A xt
b t b

∂ ′Δ − = − + ⋅ ⋅Φ =
∂ ∑  

( ) ( ) ( )2 2 2, .k nm k nm k nm k nm k nm k nm
V

T p T t b Axt Atb M dV A tξ′ ′ ′+ ⋅ = − ⋅ Φ = − ⋅ Φ ≡∫∫∫ �

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
, ,

0

0 , .

k nm k nmt
k n m

k nm k nm k nm k nm
V

u T M B y z

T B y z B M dV B constηζ

=
= ⋅Φ = ⇒

′ ′⇒ = Φ = Φ ⋅ ≡ =

∑

∫∫∫ �
 

( )
( )

2 .

0 .
k nm k nm k nm k nm

k nm k nm

T p T t A t

T B

⎧ ′ + ⋅ =⎪
⎨

=⎪⎩

�

�                ( ) ( ) ( ).
o

k nmk nm k nmT t T t T t= + �  

( )
2

,k n m
o p t

k nm k nmT t C e−=       .k nmC const=  

( ) ,k nmT t tα β= +�   

( ) ( ) ( )2 2
2 2

1 .AT p T t p t At T t t
p p

α α β
⎛ ⎞′ + ⋅ = + + = ⇒ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

��� � �  

( )
2

2 2

1 .k nm
o p t k nm

k nmk nm k nm k nm
k nm k nm

A
T t T T C e t

p p
− ⎛ ⎞

= + = + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
�  

( ) ( ) ( )

( )
2

, ,

2 2
, ,

,

1 .k nm

k nm k nm
k n m

p t k nm
k nm k nm

k n m k nm k nm

u M t T t M

A
C e t M

p p
−

= ⋅Φ =

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= + − ⋅Φ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑

∑
�  

( ) ( ) ( ) ( )4
, , , ,

,0 0 .k nm
k nm k nm k nm k nm

k n m k n mk nm

A
u M C M T M

p
⎧ ⎫⎪ ⎪= − ⋅Φ = ⋅Φ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
�
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( ) 4 40 .k nm k nm
k nm k nm k nm k nm k nm

k nm k nm

A A
T C B C B

p p
= − = ⇒ = +

� �
� �  

( ) ( )
2

4 2 2
, ,

1, k nmp tk nm k nm
k nm k nm

k n m k nm k nm k nm

A A
u M t B e t M

p p p
−

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + + − ⋅Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭
∑

� �
�  

( ) ( )
2 2

2 2
, ,

1 1 .k nm k nmp t p tk nm
k nm k nm

k n m k nm k nm

A
B e t e M

p p
− −

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= ⋅ + − − ⋅Φ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑

�
�  

Подставив сюда значения величин k nmA� , k nmB�  и ( )k nm MΦ , а также 
интегралы от функции ( )k nm MΦ  (вычесленные выше), получим 
предыдущую форму ответа. 
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Тема 6.  
Многомерные волновые уравнения 

 
Решение задач для уравнения колебаний в многомерных областях. 
 
Литература: [1] – гл. 5, §3 (1, 2). [2] – гл. 17, §1, 3. [3] – п. 176, 185, 

187, 190. [5] – гл. 8, §3 № 46, 47. [6] – гл. 3, §11, 12. 
Задания: [7] – № 122. [8] – гл. 6, № 47, 48. 
 
№ 6.1 (А). Вывод общей формулы для решения плоской задачи ги-

перболического типа (волновое уравнение) с граничными условиями пер-
вого рода Дирихле внутри прямоугольника (см. условия задачи №4.1 (А)); 
задача о колебаниях плоской мембраны. Получение функции Грина 
(источника) этой задачи. 

( )

( )
( ) ( )

2

2 2 2

0 0

1 ,

, ;

, .
C

tt t

uu F M t
a t

u M t

u f M u g M

ϕ

= =

⎧ ∂
Δ − =⎪ ∂⎪⎪ =⎨
⎪ ′= =⎪
⎪⎩

      

( ) ( )
( ) ( )

, , , .

, , , .
.

0 , , 0 , ,
0 , .

u u M t u x y t

M x y M C
C ABCD

x l y s
t

σ ξ η σ
σ
ξ η
τ

= ≡

′∈ ∈

≡ ∂ =
≤ ≤ ≤ ≤
≤ < ∞

∪
,  

( ),M x y  – точка измерения (параметры интегрирования). 
( ),M ξ η′  – точка источника (переменные интегрирования). 

νG  – орт внешней нормали к контуру С. 
1) Привести к однородным граничные условия сразу на всех 

сторонах прямоугольника σ  не удается; но этого обычно и не требуется. 
2) Постановка и решение однородной (самосопряженной) краевой 

задачи для оператора Лапласа.  
Здесь принимаются граничные условия решаемой задачи, но 

однородные. 

( )2 ,

0.
k n k n k n

k n C

Mλ⎧Δ Φ = ⋅Φ⎪
⎨
Φ =⎪⎩

                   
( ) ( ) ( )

2 2 2 0.

.
k n k n k n

k n k nM X x Y y

λ μ μ μ= − = − − <

Φ = ⋅
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( ) 2 sin ,k kX x x
l

μ=          0, .k
k k N

l
πμ = > ∈  

( ) 2 sin ,n nY y y
s

μ=            0, .n
n n N

s
πμ = > ∈  

( ) ( ) ( )
. 1

, ,k n k n
k n

u M t T t M
∞

=

= ⋅Φ∑
( ) ( ) ( ) ( ), , .k n k n k nT t u u M t M d

σ

σ∗′ ′ ′= Φ = ⋅Φ∫∫  

( ) ( ) ( )
,

, ,k n k n
k n

F M t F t M= ⋅Φ∑     

( ) ( ) ( ) ( ), , .kn k n k nF t F F M t M d
σ

σ∗′ ′ ′= Φ = ⋅Φ∫∫  

3) Проверка эрмитовости оператора 2Δ  и вывод уравнения для 
функции ( )k nT t . 

( ) ( ) ( )2 2 2 2, ,

0

k n k n k n kn

k nkn
k

C C

u u u u d

u uu d l d l

σ

σ

ϕ
υ υ υ υ

∗ ∗

∗∗
∗

′Δ Φ − Δ Φ ≡ Δ ⋅Φ − ⋅Δ Φ =

⎛ ⎞∂Φ⎛ ⎞∂Φ∂ ∂′ ′= Φ − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫

∫ ∫> >
 

( ) ( ), ;k n
C

M t M d lϕ
υ

∗∂′ ′ ′= − Φ
′∂∫>      ,d d dσ ξ η′ = ⋅    2 2 .d l d dξ η′ = +  

2

2 2

1 ;k n
k n kn k n

C

u F u d d l
a tσ

λ σ ϕ
υ

∗
∗ ∗ ∂Φ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ′ ′+ Φ − Φ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ′∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫ ∫>  

( ) ( ) ( )
2

2
2 2

1 , , , ;k n
k n k n k n k n

C

u F u d l
a t

μ ϕ
υ

∗
∗ ∗ ∂Φ∂ ′Φ + Φ + Φ = −

′∂ ∂∫>  

( ) ( ) ( )
2 2 .k n

k n k n k n k n
C

T a T t a F t d lμ ϕ
υ

∗⎛ ⎞∂Φ
′′ ′+ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟′∂⎝ ⎠

∫>  

4) Решение неоднородного дифференциального уравнения для 
функции ( )k nT t . 

Решение будем искать в виде ( ) ( ) ( ),
o

k nmk nm k nmT t T t T t= + �  где 
общее решение соответствующего однородного уравнения будет 
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( )
0

sin cos ,k nm k n kn k n knT t C at C atμ μ= + �  а ,k n k nC C const=�  – постоянные 
интегрирования. 

Частное решение неоднородного уравнения будем искать методом 
вариации произвольных постоянных 

( ) ( )sin ( )cosk nm k n k n k n k nT t C t at C t atμ μ= + �� . Здесь неизвестные функции 

( )k nC t   и  ( )k nC t�  определяются из системы уравнений 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

sin cos 0,

sin cos

.

k n k n k n kn

k n k n kn k n

k n
k n k n k n

k n k nC

C t a t C t a t

C t a t C t a t

a aF t d l Q t Q t

μ μ

μ μ

ϕ
μ υ μ

∗

⎧
⎪

′ ′+ =⎪
⎪ ′ ′− =⎨
⎪

⎛ ⎞∂Φ⎪ ′= − + ≡ − =⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟′∂⎝ ⎠⎩
∫

�

�

�>
 

Определитель этой системы (он является и вронскианом) равен 
sin

cos
k n

k n

a t

at

μ

μ
Δ =     

cos
1 0,

sin
k n

k n

a t

at

μ

μ
= − ≠

−
 

а значения величин  ( )k nC t′   и  ( )k nC t′�   найдем по правилу Крамера 

( ) ( )
01

k n
k n

C t
Q t

′ =
Δ �     ( )

cos
cos

sin
k n

k n k n
k n k n

a t a Q t at
at

μ
μ

μ μ
= −

−
, 

( )
sin1
cos

k n
k n

k n

a t
C t

at

μ

μ
′ =

Δ
�      

( ) ( )
0

sink n k n
k n k n

a Q t at
Q t

μ
μ

= +� . 

( ) ( )
0

cos ,
t

k n k n k n k n
k n

aC t C Q a dτ μ τ τ
μ

= − ⋅∫  

( ) ( )
0

sin ;
t

k n k n k n k n
k n

aC t C Q a dτ μ τ τ
μ

= + ⋅∫� �            , .k n k nC C const=�  

Тогда общее решение неоднородного уравнения для функции 
( )k nT t  равно 

( ) ( ) ( )sin cosk n k n k n k n k nT t C t at C t atμ μ= + =�  

( ) ( )
0

sin cos sin .
t

k n k n k n k n k n k n
k n

aC a t C a t Q a t dμ μ τ μ τ τ
μ

= + − ⋅ −∫�  
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5) Определение постоянных k nC  и k nC�  из начальных условий. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

. 1

2

, 0

,

sin cos sin

k n k n
k n

t

k n k n k n k n k n k n k n
k n k n

u M t T t M

aC t C t Q a t d Mω ω τ μ τ τ
ω

∞

=

= ⋅Φ =

⎧ ⎫⎪ ⎪= + − − Φ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑ ∫�
 

{

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

2

0

sin cos

sin
, ,

k n k n k n k n
k n

t
k n

k n kn k n
k nC

C t C t

t
a F M t M d l d M

ω ω

ω τ
τ ϕ τ

υ ω
∗

= + −

⎫−⎡ ⎤∂ ⎪′ ′ ′− + Φ Φ⎬⎢ ⎥′∂ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∑

∫ ∫

�

>
 

где ( ) ( )22 2 2 2 0k n k n k na aω μ μ μ= = + >  – собственные частоты системы. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

02

, 0

,0 0 ...

, .

k n k n
k n k n

k n k n k n k n

au M C M f M

C f f M M d f const
σ

ω

σ∗

⎧ ⎫⎪ ⎪= + − Φ = ⇒⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

′ ′ ′⇒ = Φ = Φ ≡ =

∑ ∫

∫∫

�
 

( ) {

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

2

0
0

,0 0

cos sin

( ) ,

tt k n k n
k n

t

k n k n k n kn k n k nt
k n

k n k n k n k n k n

u M C

a Q t d Q t t t M

g M C g g M M d g
σ

ω

τ ω ω τ τ ω
ω

ω σ

=

∗

′ = − −

⎫⎡ ⎤ ⎪− ⋅ − + − Φ =⎬⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦ ⎭

′ ′ ′= ⇒ = Φ = ⋅Φ ≡

∑

∫

∫∫

 

или  .k n
k n

k n

g
C const

ω
= =  

6) Окончательный вид решения задачи. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1

2

, 0

,

sin sin
cos .

k n k n
k n

t
k n k n

k n k n k n k n k n
k n k n k n

u M t T t M

t t
f t g a Q d M

ω ω τ
ω τ τ

ω ω

∞

=

= ⋅ Φ =

⎧ ⎫−⎪ ⎪= + − Φ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑ ∫
 

Если использовать производную 
sin

cos ,k n
k n

k n

tdt
d t

ω
ω

ω
=  то 

формула примет более однородный вид 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 1

1
2

0

sin
,

sin
,

k n
k n

k n k n

k n
k n k n

k n

t
u M t f M M d

t

t
g M M d a F M M d

σ

σ σ

ω
σ

ω

ω
σ τ σ

ω

∞
∗

=

∗ ∗

⎧ ⎛ ⎞∂⎪ ′ ′ ′= ⋅Φ +⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟∂⎪ ⎝ ⎠⎩
⎡

′ ′ ′ ′ ′ ′+ ⋅Φ − ⋅Φ +⎢
⎣

∑ ∫∫

∫∫ ∫ ∫∫
 

( ) ( ) ( ) ( )
sin

, .k n
k n k n

k nC

t
M M d l d M

ω τ
ϕ τ τ

υ ω
∗

⎫−⎤∂ ⎪′ ′ ′+ Φ Φ⎬⎥′∂ ⎪⎦ ⎭
∫>  

Здесь ( ) ( )k n k nM grad M υ
υ
∂
Φ = Φ ⋅

∂
G

 – производная вдоль вектора 

υG  – внешней нормали к граничному контуру С. Орт υG  на разных 
участках контура С, ограничивающего прямоугольник l s× , имеет 
различные направления, параллельные осям координат. 

Окончательный вид решения компактно можно записать через 
функцию Грина (источника) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,u M t f M G M M t d g M G M M t d
t σ σ

σ σ∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ −
∂ ∫∫ ∫∫  

( ) ( ) ( ) ( )2

0

, , , , ,
t

C

a F M G M M t d M G M M t dl d
σ

τ τ σ ϕ τ τ τ
υ

⎧ ⎫∂′ ′ ′ ′ ′ ′− ⋅ − + −⎨ ⎬′∂⎩ ⎭
∫ ∫∫ ∫>   

где функция Грина равна 

( ) ( ) ( )
, 1

sin
, .k n

k n k n
k n k n

t
G M M t M M

ω
ω

∞
∗

=

′ ′= ⋅Φ ⋅Φ∑  

Можно показать, что функция Грина обладает следующими 
свойствами 

( ) ( )

( )

2

2 2 2 2

0 0

1 1 , ,

0; 0; , .C tt t

GG M M t
a t a

G G G M M

δ δ τ

δ
= =

⎧ ∂ ′Δ − = − −⎪ ∂⎨
⎪ ′ ′= = =⎩

              ( ),

0 .

G G M M t

tτ

′=

≤ ≤ < ∞
 

Действительно:  ( ) ( ), , ;G M M t G M M t∗′ ′=  

( ) ( ) ( )
,

, 0 0 0;k n k n
k n

G M M M M∗′ ′= ⋅ Φ ⋅Φ ≡∑  

( ) ( ) ( ) ( )
,

, 0 , ;k n k n
k n

G M M M M M M
t

δ∗∂ ′ ′= Φ ⋅Φ =
∂ ∑      

( )
2

2 , 0 0.G M M
t
∂ ′ =
∂

      ( ) ( ) ( )2

1, , .G M M t M M t
a

τ δ δ τ
υ
∂ ′ ′− = − −
∂
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7) Проверка решения по условиям задачи и по размерностям. 
( ) ( ) ( ), 0 , , 0;CC C

u M t G M M t G M M t τ′ ′= = − =∵  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 , 0 , 0tu M f M G M M d g M G M M d
σ σ

σ σ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ −∫∫ ∫∫  

{ } ( ) ( ) ( ) ( )
0

2

0

... , 0 0 .a d f M M M d g M d f M
σ σ

τ δ σ σ′ ′ ′ ′ ′− = ⋅ + ⋅ ⋅ − =∫ ∫∫ ∫∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( )2
0

0

,0 , 0 , 0

... 0 , 0

tt t t t

t

t

u M f M G M M d g M G M M d

da d g M M M d
d t

σ σ

σ

σ σ

τ δ σ=

′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ −

′ ′ ′− ⋅ ⋅ = + ⋅ − =

∫∫ ∫∫

∫ ∫∫
 

( ) ( ) ( )
0 0

, , 0.t t t tt t
g M G M M t G M M t τ

= =
′′ ′ ′′ ′= = − =∵  

По условию задачи имеем размерности: [ ]( , ) ,u M t W=  [ ] 2/ ,F W L=  

[ ] [ ] ,f Wϕ= =   [ ] / ,g W T=  [ ] ,La
T

=   1 ,k n T
ω⎡ ⎤ =⎣ ⎦   1 ,k n L

⎡ ⎤Φ =⎣ ⎦   [ ] 2 ,TG
L

=   

[ ] ,d l L=   [ ] 2.d Lσ =    Поэтому 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2

2 2 2
2

1 1Lu f G L g G L F G L G L T
T T L

ϕ⎧ ⎫= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

2
2 2 2 2

2 2 2 2

1 / / .T T L T TW L W T L W L L W W
T L L T L L

⎧ ⎫= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇒⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

8) Замечания о решении других задач гиперболического типа 
(волновых уравнений). 

Решение задачи для уравнения колебаний в трехмерном 
пространстве задается формулой, аналогичной полученной выше для 
плоского случая. 

( )

( ) ( )
( )

2

3 2 2

0

0

1 ,

, ; ;

.
t

tt t

uu F M t
a t

u M t u f M

u g M
σ

ϕ
=

=

⎧ ∂
Δ − =⎪ ∂⎪⎪ = =⎨
⎪
′ =⎪

⎪⎩

            
( ) ( ), , , , .

0 , 0 ,
0 , 0 .

u u M t u x y z t
x l y s
z H t

= ≡

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ < ∞

 

( ), , ,M x y z V∈  ( ), , .M Vξ η ζ σ′ ∈ ∪  V  – прямоугольный паралле-
лепипед размером l s H× ×  и Vσ = ∂  – его поверхность. υG  – орт 
внешней нормали. 
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Модельная задача с однородными граничными условиями первого 
рода Дирихле 

( )3 ,

0.
k nm k n m k nm

k nm

M

σ

λ⎧Δ Φ = ⋅Φ⎪
⎨
Φ =⎪⎩

       ( )2 2 2 2 0.k nm k nm k n mλ μ μ μ μ= − = − + + ≤  

Решая модельную задачу, получим  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ;k nm k nm k n mM x y z X x Y y Z zΦ ≡ Φ = ⋅ ⋅  

одномерные функции-сомножители, как и их собственные значения, 
здесь легко находятся из табл. 1. 

Окончательная формула решения имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
V V

u M t f M G M M t dV g M G M M t dV
t
∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ −
∂ ∫∫∫ ∫∫∫  

( ) ( )

( ) ( )

2

0

, ,

, , ,

t

V

a F M G M M t dV

M G M M t d d
σ

τ τ

ϕ τ τ σ τ
υ

⎧
′ ′ ′− ⋅ − +⎨

⎩
⎫∂′ ′ ′+ − ⎬′∂ ⎭

∫ ∫∫∫

∫∫w
 

где  ,dV d d dξ η ζ′ = ⋅ ⋅    d d dξσ η ζ′ = ⋅    и т. п. Функция Грина равна  

( ) ( ) ( )
, , 1

sin
, ;k nm

k nm k nm
k n m k nm

t
G M M t M M

ω
ω

∞
∗

=

′ ′= ⋅ Φ ⋅Φ∑    0.k nm k nmaω μ= >  

При решении задач гиперболического типа с граничными условиями 

второго рода (условия Неймана) ( ),u M t
σ

ϕ
υ
∂

=
∂

 или третьего рода 

(смешанными) ( ),u u M t
σ

α ϕ
υ

⎛ ⎞∂
+ ⋅ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 ставится соответствующее одно-

родное (!) граничное условие в краевой задаче для собственных функций 

( )k nm MΦ , т. е. будет 0
συ

∂Φ
=

∂
 или 0.

σ

α
υ

⎛ ⎞∂Φ
+ ⋅Φ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 Кроме того, 

в окончательной формуле решения происходит замена 1
υ
∂

→ −
∂

 

(в плоском и линейном случаях поступают аналогично). 
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№ 6.2 (В). Решение двумерного волнового уравнения о колебании 
прямоугольной мембраны с возмущением на одной из сторон методом 
разделения переменных и методом общей формулы (через функцию 
Грина). 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2

1 0.

0, , , , 0,

,0, 0, , , ,

, ,0 , ,0 0.t

u u u
x y a t

u y t u l y t

u x t u x s t A x

u x y u x y

⎧ ∂ ∂ ∂
+ − =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎪ = =⎨
⎪ = =⎪
⎪ ′= =⎩

                 

( ), , .
0 , 0 ,
0 .

, , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A a l s const

=

≤ ≤ ≤ ≤
≤ < ∞

= >

 

1–2) Пара граничных условий по переменной х однородна, поэтому 
можно решить краевую задачу по этой координате (см. табл. 1). 

( ) ( ) ( )
0

, , , ,k k
k

u x y t u y t X x
∞

=

= ⋅∑  

где  ( ) 2 sin ,k kX x x
l

μ=   0k
k

l
πμ = >   при  k N∈ .  ( )lim , 0.kk

u y t
→∞

=  

3) Постановка задачи для функции ( ),ku y t . 
2 22

2
2 2 2 2 2 2

1 1 0k k
k k k

k

u uuu u X
a t y a t

μ
⎧ ⎫∂ ∂∂

Δ − = − + − = ⇒⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭
∑  

( )
2 2

2
2 2 2

1 , 0.k k
k k

u u
u y t

y a t
μ

∂ ∂
⇒ − − =

∂ ∂
 

( ) ( ),0, 0 0, 0,ku x t u t= ⇒ =          ( ) ( ), ,0 0 ,0 0,ku x y u y= ⇒ =  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1

0

, , ,

22, , sin 1 .

k k
k

l
k

k k k k
k

u x s t u s t X x A x

A l
u s t A x X At x x d x A

l
μ

μ
+

= ⋅ = ⇒

⇒ = = ⋅ = − ≡

∑

∫ �
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2 2

1 , 0.

0, 0, , ;

,0 ,0 0.

k k
k k

k k k

k k

u u
u y t

y a t

u t u s t A

u y u y
t

μ
⎧∂ ∂

− − =⎪
∂ ∂⎪

⎪ = =⎨
⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

�             
( ), .

0 , 0 .
k ku u y t

y s t

=

≤ ≤ ≤ < ∞
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4) Приведение граничных условий по координате у  к однородным 

выполним с помощью замены  ( ) ( ), , ,k k k
yu y t v y t A
s

= + �   тогда  

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2 2

2 2 2

1 , .

0, , 0;

,0 , ,0 0.

k k
k k k k

k k

k k k

v v yv y t A
y a t s

v t v s t
yv y A v y
s t

μ μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨
⎪ ∂⎪ = − =

∂⎪⎩

�

�

                 
( ), .

0 ,
0 .

k kv v y t
y s
t

=

≤ ≤
≤ ≤ ∞

 

5) Разделение переменных для функции ( ),kv y t  и решение краевой 
задачи по координате у (см. табл. 1). 

( ) ( ) ( )
0

, ,k k n n
n

v y t T t Y y
∞

=

= ⋅∑  

где  ( ) 2 sinn nY y y
s

μ=   и  0, .n
n n N

s
πμ = > ∈    ( )

,
lim 0.k nk n

T t
→∞

=  

6) Вывод дифференциального уравнения для ( )k nT t . 

( )
2 2

2 2 2
2 2 2 2

1

1 1k k
k k n k k n k n n

n

v vv T T Y
y a t a

μ μ μ
∞

=

∂ ∂ ⎧ ⎫′′− ⋅ − = − − ⋅ − =⎨ ⎬∂ ∂ ⎩ ⎭
∑  

( ){ } ( ) ( )2 2
2

1 ,k n k n k n n k k k n n
n n

yT T t Y y A Y y
a s

ω μ γ′′= − + = ≡ ⋅∑ ∑�  

где ( )
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 0,k n n k

k na a const
l s

ω μ μ π
⎛ ⎞

= + = + = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2
2 2 2

0

2 2

0
0

2, sin

2 cos cos

s
k

k n k k n k n

s
sk

k n n
n

ya A Y a A y y d y
s s s

a A y y y dy
s s

μγ μ μ

μ μ μ
μ

⎛ ⎞= − = − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫
= ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬

⎩ ⎭

∫

∫

� �

�
 

( )
2 2 2 1 .nk

k
n

a A const
s

μ
μ

= − =�           ( )2 .k n k n k n k nT T tω γ′′ + =  

7) Решение неоднородного дифференциального уравнения для 
функции ( )k nT t  равно 

( ) 2cos sin ,k n
k n k n k n k n k n

k n

T t C t C t
γ

ω ω
ω

= + +�  
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где ,k n k nC C const=�  – постоянные интегрирования. 

( ) ( ) ( ) ( )2
1

, cos sin .k n
k k n n k n k n k n k n n

n n k n

v y t T t Y y C t C t Y y
γ

ω ω
ω

∞

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ = + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ �  

8) Определение постоянных k nC  и k nC�  из начальных условий для 
функции  ( ),kv y t . 

( ) ( ),0 0 0.k k n k n n k n
n

v y C Y y C
t

ω∂
= = ⇒ =

∂ ∑ � �  

( ) ( )2 2,0 k n k n
k k n n k k n

n k n k n

yv y C Y y A C
s

γ γ
ω ω

⎧ ⎫⎪ ⎪= + = − ⇒ + =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ �  

( )
0

2 2, sin 1 .
s

nk k
k n n

n

A AyA Y y y d y const
s s s s

μ
μ

⎛ ⎞= − = − ⋅ = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫

� ��  

( ) ( )
2 2

2 2

2 21 1 1n nk nk k k
k n

n k n n k n

A A aC
s s

γ μ
μ ω μ ω

⎛ ⎞
= − − = − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

� �
 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2

2 21 1 .n nk k n k k n

n k n k n

A A a
s s

μ μ μ μ
μ μ μ ω

+ −
= − = −

+

� �
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1

2 2, 1 cos 1n nn k
k k k n k n

n k n n k n

a av y t A t A Y y
s s

μ μω
ω μ ω

∞

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= − + − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ � �  

( ) ( )2 2 2
2

12
2 cos sin .

k n

k n k n n
n k n k n

l
a A t y

s
μ μ ω μ

μ μ ω

+−
= − +∑  

9) Окончательный вид решения. 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, ,k k k k k n n
n

y yu y t v y t A A T t Y y
s s

∞

=

= + = + ⋅ =∑� �  

( ) ( )2 2 2
2

12
2 cos sin .

k n

k k n k n n
n k n k n

lyA a A t y
s s

μ μ ω μ
μ μ ω

+−
= − +∑�  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

2
2 2

2
, 1

, , ,

14 cos sin sin .

k k
k

k n

k n k n k n
k n k n k n

u x y t u y t X x

y AaA x t x y
s s

μ μ ω μ μ
μ μ ω

∞

=

+∞

=

= ⋅ =

−
= − +

∑

∑
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Полученную формулу ответа можно упростить 

( ) ( ) 2 2

2 2
,

cos14, , 1 sin sin
k n

n k n n
k n

k n k n k n

ty Au x y t A x x y
s s

μ ω μ
μ μ

μ μ μ μ

+ ⎛ ⎞−−
= − + =⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑  

( )

( )

2 2
,

2
,

1 cos4 1 sin sin

14 sin sin

k n k nn
k n

k n k k n

k n

k n

ty AA x x y
s s

Al k x n y
k n l s

ωμ μ μ
μ μ μ

π π
π

+

+

−
= − − −

+

−
− ⋅ ⋅ =

∑

∑
 

( ) ( )
2

2
,

14 1 cos sin sin
k n

n
k n k n

k n k k n

y a AA x t x y
s s

μ ω μ μ
μ ω

+−
= + − −∑  

2

4
2 2

Al x y
l s

π π
π

− ⋅ ⋅ =        (см. Приложение 1, формула 3) 

( ) ( )
2

2
, 1

14 1 cos sin sin ;
k n

n
k n k n

k n k k n

a A t x y
s

μ ω μ μ
μ ω

+∞

=

−
= −∑  

где  0k
k

l
πμ = > ,   0,n

n
s
πμ = >    ( )2 2 2 2 0.k n k naω μ μ= + >  

Полученный двойной ряд сходится правильно по всем переменным 
x, y и t внутри области их задания. Общий член ряда имеет порядок 

3

1O
k n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при , .k n →∞  

10) Проверка полученного решения по условиям задачи и по 
размерностям. 

Использовав сначала неупрощенный вид ответа, получим  

( )0, , 0,u y t =  ( ), , 0 sin 0;k
yu l y t Al l
s

μ= ≠ =∵  ( ),0, 0,u x t =  

( ), , ;u x s t A x=    ( ), ,0 0,tu x y′ =  

( ) ( )
,

14, ,0 sin sin
k n

k n
k n k n

y Au x y A x x y
s s

μ μ
μ μ

+−
= − =∑  

( ) ( )1 1

2
1 1

1 14 sin sin
k n

k n

y A l s k x n yA x
s s k l n s

π π
π

+ +∞ ∞

= =

− −
= − ⋅ =∑ ∑

2

4 0.
2 2

y Al x yA x
s l s

π π
π

= − =        (см. Приложение 1, формула № 3). 



210________________________________________________Б. В. Кондратьев, Н. И. Лесик 
 

Упрощенная форма ответа дает несколько отличный результат 
( )0, , 0,u y t =    ( ), , 0 sin 0;ku l y t lμ= =∵    ( ),0, 0,u x t =    

( ), , 0 sin 0.nu x s t Ax sμ= ≠ =∵      ( ), ,0 0,u x y =      ( ), ,0 0.tu x y′ =  

Частичные несовпадения граничных условий объясняются тем, что 
обе полученные формы ответа должны полностью удовлетворять всем 
условиям задачи только строго внутри области σ  (прямоугольника 
размерами l s× ), а полученные ряды могут иметь разрывы первого рода 
на некоторой части границы области .C σ= ∂  

По условиям задачи имеем размерности величин: [ ]( , , ) ,u x y t W=  

[ ] / ,A W L=  [ ] / ,a L T=  , 1 / ,k n Lμ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  1 / .k n Tω⎡ ⎤ =⎣ ⎦  Здесь для обеих 
форм ответа размерности выполняются 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

2 2
2 2 2

2

2
2

2

/ .

1 .

AL Lu A L T L W
L L T

L Lu A T W
L T L

= ⋅ + ⋅ ⇒

= ⋅ ⇒

 

11). Решение задачи по общей формуле (см. задачу 6.1 (А), пункт 6). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,u M t f M G M M t d g M G M M t d
t σ σ

σ σ∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ −
∂ ∫∫ ∫∫  

( ) ( )

( ) ( )

2

0

, ,

, , .

t

C

a F M G M M t d

M G M M t d l d

σ

τ τ σ

ϕ τ τ τ
υ

⎧
′ ′ ′− ⋅ − +⎨

⎩
⎫∂′ ′ ′+ − ⎬′∂ ⎭

∫ ∫∫

∫>
 

В нашем случае условия ( ) ( ) ( ), 0F M t f M g M= = =  и на 
границе C σ= ∂  имеем ( ), ,u x s t A x=  при 0 x l≤ ≤  и ( ), , 0u x y t =  при 

y s≠ . Функция Грина ( ) ( ) ( )
, 1

sin
, ,k n

k n k n
k n k n

t
G M M t M M

ω
ω

∞
∗

=

′ ′= ⋅Φ ⋅Φ∑  

где ( ) ( ) ( )k n k nM X x Y yΦ = ⋅  – последние функции уже определены 
ранее. 

Таким образом, остается вычислить интеграл вида 

( ) ( ) ( )
0

2

0

, , ; ,
t

l

u M t a d A G x y s t dτ ξ ξ τ ξ
η
∂

= − ⋅ − ⋅ − =
∂∫ ∫  
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( ) ( ) ( )2

, 10 0

sin
, ,

t l
k n

k n k n
k n k n

t
Aa d x y s d

ω τ
τ ξ ξ ξ

ω η

∞
∗

=

⎧ ⎫− ∂⎪ ⎪= − Φ ⋅ Φ =⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∫ ∫  

( ) ( ) ( )2

, 0 0

sin , , ,
t l

k n k n k n
k n k n

dAa t s d x yτω τ ξ ξ ξ
ω η

∗∂
= − − ⋅ Φ ⋅Φ

∂∑∫ ∫  

где   ( ) ( ) ( )2 20
0

1 1sin cos 1 cos ,
t

t
k n k n k n

k n k n k n

dt t tτω τ ω τ ω
ω ω ω

− = − = −∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2, 1 sin
l l l

n
k n n k n ks d Y s X d d

l s
ξ ξ ξ ξ ξ ξ μ μ ξ ξ ξ

η
∗∂ ′Φ = = − ⋅ =

∂∫ ∫ ∫  

( ) ( )1 1
0

0

2 21 cos cos 1 .
l

n k nln n
k k

kk

ld
sl s

μ μξ μ ξ μ ξ ξ
μμ

+ + +⎧ ⎫
= − − ⋅ = −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫  

( ) ( ) ( )
2

2
, 1

14, , 1 cos sin sin ,
k n

n
k n k n

k n k k n

Aau x y t t x y
s

μ ω μ μ
μ ω

+∞

=

−
= − ⋅∑  

что совпадает с найденным выше решением. 
 
№ 6.3 (С). Решение уравнения колебаний мембраны, закрепленной 

вдоль прямоугольной границы. Мембрана имеет пирамидальную началь-
ную форму ( ) ( ) ( ), .f x y A x y l x s y= − −  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

2 2 2 2

1 0,

0, , , , ,0, , , 0,

, ,0 , ,

, ,0 0.t

u u u
x y a t

u y t u l y t u x t u x s t

u x y f x y A x y l x s y

u x y

⎧ ∂ ∂ ∂
+ − =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎪ = = = =⎨
⎪ = ≡ − −⎪
⎪ ′ =⎩

      

( ), , .
0 , 0
0 .

, , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A a l s const

=

≤ ≤ ≤ ≤
≤ < ∞

= >

 

1–2) ( ) ( ) ( )
. 1

, , , ,k n k n
k n

u x y t T t x y
∞

=

= ⋅Φ∑    

где ( ) ( ) ( ),k n k nx y X x Y yΦ = ⋅ ; ( ) 2 sink kX x x
l

μ=  и 0;k
k

l
πμ = >  

( ) 2 sinn nY y y
s

μ=   и  0n
n

s
πμ = > .  ( )

,
lim 0.k nk n

T t
→∞

=  
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3) ( ) ( )
2

2 2
2 2 2 2

,

1 1 ,k n k n k n k n
k n

uu T T x y
a t a

μ μ∂ ⎧ ⎫′′Δ − = − − − Φ =⎨ ⎬
∂ ⎩ ⎭

∑  

( ){ } ( )2
2

,

1 , 0k n k n k n k n
k n

T T t x y
a

ω′′= − + Φ = ⇒∑  

( )2 0;k n k n k nT T tω′′⇒ + =     ( )2 2 2 2 0.k n k naω μ μ= + >  

4) ( ) cos sin ,k n k n k n k n k nT t C t C tω ω= + �        ,k n k nC C const=� . 

5) ( ) ( ) ( )
.

, , ,k n k n
k n

u x y t T t x y= Φ =∑  

{ } ( )
,

cos sin , .k n k n k n k n k n
k n

C t C t x yω ω= + Φ∑ �  

( ) ( )
,

, ,0 , 0 0.t k n k n k n k n
k n

u x y C x y Cω′ = Φ = ⇒ =∑ � �  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

, ,0 , ,k n k n
k n

u x y C x y f x y A x y l x s y= Φ = ≡ − − ⇒∑  

( ) ( ) ( )2 2

0 0

2, sin sin .
l s

k n k n k n
AC f l x x x d x s y y y d y
l s

μ μ⇒ = Φ = − ⋅ −∫ ∫  

Здесь   ( )2

0

sin
l

kl x x x d xμ− =∫  

( ) ( )2
0

0

1 cos cos 2
l

l
k k

k

l x x x x l x dxμ μ
μ

⎧ ⎫−
= − − − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫  

( ) ( ) ( )( )02 3
0

1 22 sin sin 2 1 1 ,
l

kl
k k

k k

l x x x d xμ μ
μ μ

⎧ ⎫ −
= − − − = − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫  

( ) ( )( )2
3

0

2sin 1 1 .
s

n
n

n

sy y y d yμ
μ
−

− = − −∫  

6) ( ) ( ) ( )
3 3

, 1

1 1 1 116, , cos sin sin
k k

k n k n
k n k n

Au x y t t x y
l s

ω μ μ
μ μ

∞

=

− − − −
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∑  

3 3
, 0

cos64 sin sin ,k n
k n

k n k n

tA x y
l s

ω μ μ
μ μ

∞
′ ′

′ ′
′ ′= ′ ′

= ⋅ ⋅∑  

где 2 1,k k′= +  2 1;n n′= +  ( )2 1 ,k k
l
πμ ′ ′= +  ( )2 1 ,n n

s
πμ ′ ′= +  

( )2 2 2 2 0k n k naω μ μ′ ′ ′ ′= + > . 
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7) ( ) ( ) ( ) ( )0, , , , ,0, , , 0,u y t u l y t u x t u x s t= = = =       ( ), ,0 0.tu x y′ =  

( )
( )

( )

( )
( )

3

32
0

3
0

64 1, ,0 sin 2 1
2 1

1 sin 2 1
2 1

k

n

A l s xu x y k
l s lk

y n
sn

π
π

π

∞

′=

∞

′=

⎛ ⎞ ′= + ⋅⎜ ⎟ ′⎝ ⎠ +

′⋅ + =
′ +

∑

∑
 

( ) ( ) ( )
3 3

2 2
6

64 1 1 ,
8 8

A x x y yl s A x y l x s y f x y
l l s s

π π
π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ − = − − ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(см. Приложение 1, формула № 21). 

[ ]( , , ) ,u x y t W=     [ ] 4/ ,A W L=     [ ] / ,a L T=     , 1 / ,k n Lμ⎡ ⎤ =⎣ ⎦     

1 / ,k n Tω⎡ ⎤ =⎣ ⎦     [ ] [ ] [ ]2 6 4
4/

u
u A L L L W

L
= ⋅ = ⇒ . 

 
№ 6.4 (С). Волновое уравнение на плоскости (колебания прямо-

угольной мембраны) со стационарной неоднородностью в граничных 
условиях смешанного типа. 

2 2 2

2 2 2 2

1 0.

(0, , ) 0, ( , , ) ,
( ,0, ) ( , , ) 0.

( , ,0) ( , ,0) 0.

x

y

t

u u u
x y a t

u y t u l y t A y
u x t u x s t

u x y u x y

⎧ ∂ ∂ ∂
+ − =⎪∂ ∂ ∂⎪⎪ ′ = =⎨

⎪ ′= =
⎪

′⎪ = =⎩

                 

( , , ).
0 , 0 ,
0 .

, , , 0.

u u x y t
x l y s
t

A a l s const

=
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ∞

= >

 

1-2) 
0

( , , ) ( , ) ( )k k
k

u x y t u x t Y y
∞

=

= ⋅∑ , где 
2( ) sink kY y y
s

μ=   

и (2 1) 0
2k k

s
πμ = + > .    lim ( , ) 0kk

u x t
→∞

= . 

3) 
2 22

2
2 2 2 2 2 2

1 1 ( ) 0k k
k k k

k

u uuu u Y y
a t x a t

μ
⎧ ⎫∂ ∂∂

Δ − = − ⋅ − = ⇒⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭
∑  

2 2
2

2 2 2

1 ( , ) 0k k
k k

u u u x t
x a t

μ∂ ∂
⇒ − − ⋅ =

∂ ∂
. 
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(0, , ) 0 (0, ) 0x ku y t u t
x
∂′ = ⇒ =
∂

;  ( , ,0) 0 ( ,0) 0ku x y u x= ⇒ = ,  

( , ,0) 0 ( ,0) 0t ku x y u x
t
∂′ = ⇒ =
∂

. 

( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )k k k k
k

u l y t u l t Y y A y u l t A y Y= ⋅ = ⇒ = =∑  

0
0 0

2 2sin cos cos
s s

s
k k k

k

AA y y d y y y y d y
s s

μ μ μ
μ

⎧ ⎫
= ⋅ = − − ⋅ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ ∫  

( )2 20

2 2sin 1 .s k
k k

k k

A Ay A
s s

μ
μ μ

= = − ≡ �  

 
2 2

2
2 2 2

1 ( , ) 0.

(0, ) 0, ( , ) ;

( ,0) ( ,0) 0.

k k
k k

k k k

k k

u u u x t
x a t

u t u l t A
x

u x u x
t

μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ =⎪
∂ ∂⎪

⎪ ∂⎪ = =⎨
∂⎪

⎪ ∂
= =⎪
∂⎪⎩

�                
( , ).

0 ,
0 .

k ku u x t
x l
t

=

≤ ≤
≤ < ∞

 

4) 2

( 1) 2( , ) ( , ) ( , ) .
k

k k k k
k

u x t v x t A v x t A
sμ

−
= + = +�  

2 2
2 2

2 2 2

1 ( , ) .

(0, ) ( , ) 0;

( ,0) , ( ,0) 0.

k k
k k k k

k k

k k k

v v v x t A
x a t

v t v l t
x

v x A v x
t

μ μ
⎧∂ ∂

− − ⋅ =⎪ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎨
∂⎪

⎪ ∂
= − =⎪

∂⎩

�

�

 

5)
0

( , ) ( ) ( )k k n n
n

v x t T t X x
∞

=

= ⋅∑ , где 
2( ) cosn nX x x
l

μ= ⋅  и  

(2 1) 0.
2n n

l
πμ = + >     

,
lim ( ) 0k nk n

T t
→∞

= . 

6) 
2 2

2 2 2
2 2 2 2

1 1( , ) ( ) ( )k k
k k k n k n k n n

n

v v v x t T T X x
x a t a

μ μ μ∂ ∂ ⎧ ⎫′′− − ⋅ = − − ⋅ − =⎨ ⎬∂ ∂ ⎩ ⎭
∑  
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{ }2 2
2

1 ( ) ( )k n k n k n n k k
n

T T t X x A
a

ω μ′′= − ⋅ + =∑ � ,    где  2 2 2 2( ) 0.k n k naω μ μ= + >  

{ }2 2 2( ) ( ) ( ),k n k n k n n k k k n n
n n

T T t X x a A X xω μ γ′′ + ⋅ = − = ⋅∑ ∑�  

2 2 2 2

0

2( , ) cos
l

k n k k n k k na A X a A x d x
l

γ μ μ μ= − = − ⋅ ⋅ =∫� �  

2
2 2 12 ( 1) 2 ( 1)

n
k n

k k
n n

Aaa A
l l s

μ
μ μ

+ +−
= − ⋅ = −� .     2 ( )k n k n k n k nT T tω γ′′ + = . 

7) , ,2( ) cos sin ; , .k n
k n k n k n kn k n k n k n

k n

T t C t C t C C const
γ

ω ω
ω

= + ⋅ + =� �  

( , ) ( ) ( )k k n n
n

v x t T t X x= ⋅ =∑  

2cos sin ( )k n
k n k n kn k n n

n k n

C t C t X x
γ

ω ω
ω

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ + ⋅ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ � . 

8) ( ,0) ( ) 0 0.k k n k n n k n
n

v x C X x C
t

ω∂
= ⋅ ⋅ = ⇒ =

∂ ∑ � �  

2( ,0) ( )k n
k k n n k

n k n

v x C X x A
γ
ω

⎧ ⎫⎪ ⎪= + = − ⇒⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ �  

( )2
0

2, cos
l

k n
k n k n k n

k n

C A X A x d x
l

γ
μ

ω
⇒ + = − = − =∫� �  

( ) ( ) ( ) ( ) 1

2 2

1 1 1 2 12 2 2 .
n k n k n

k k n
n k n k n

A
A A

l s l l sμ μ μ μ μ

+ +− − − −
= − ⋅ = − ⋅ = ≡ Γ�  

9) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,k k k k k
k k

u x y t u x t Y y v x t A Y y= ⋅ = + ⋅ =∑ ∑ �  

( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2
, 0

cos

k n n k
k n

k n k n
k n kn n k

k n k n k n

Ay T t X x Y y

Ay t X x Y y
γ γ

ω
ω ω

∞

=

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= + Γ − + ⋅ =⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑

∑
 

( ) ( )
1 2

1
2 2 2 2 2 2

2 1 21 1 1
k n

k nk n n
k n

k n k n kn k k n

A Aa
l s l s

γ μ
ω μ μ μμ μ ω

+ +
+ +⎡ ⎤− ⎛ ⎞

= Γ − = + = − =⎢ ⎥⎜ ⎟+⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 



216________________________________________________Б. В. Кондратьев, Н. И. Лесик 
 

( ) 22

2 2
, 0

14 cos 1 sin cos .
k n

n
k n k n

k n n k n k

AaA y t y x
l s

μ ω μ μ
μ ω μ

+∞

=

− ⎛ ⎞
= − + ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

10) ( )0, , 0,xu y t′ =  ( ), , cos 0;nu l y t A y lμ= =∵  ( ),0, 0,u x t =  

( ) ( ), , 0 sin cos 0y k k ny
y s

u x s t A y sμ μ μ
=

′′ = ≠ = ⋅ =∵  – на верхнем участке 

границы при y s=  и 0 x l≤ ≤  условие не выполняется, этот участок не 
входит в область определения ряда. 

( )
2

2 2 2
, 0

4 ( 1), ,0 1 sin cos
( )

k n
n

k n
k n n k n k

Au x y A y y x
l s

μ μ μ
μ μ μ μ
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=
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2
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− −
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2

3

32 0
8 4

As yAy
s

π π
π

= − ⋅ ⋅ =     (см. Приложение 1, формулы № 8 и 15). 

( , ,0) 0tu x y′ = .  

[ ]( , , ) ,u x y t W=     [ ] / ,A W L=     [ ] / ,a L T=     , 1 / ,k n Lμ⎡ ⎤ =⎣ ⎦     

1 / ,k n Tω⎡ ⎤ =⎣ ⎦      [ ] [ ] [ ] [ ]
2

2
2 2

A Lu A L LT A L W
L T

= ⋅ + ⇒ ⋅ ⇒ . 

 
№ 6.5 (С). Трехмерное неоднородное волновое уравнение с одно-

родными граничными (смешанного типа) и начальными условиями. 
2 2 2 2

2 2 2 2 2

0 0

0

0 0

1 .
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x l yx y y s

z z z H

ttt t

u u u u A xt
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u u
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⎧ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − =⎪∂ ∂ ∂ ∂⎪
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⎪ ′= =⎩

         

( ), , , .
0 , 0 ,
0 , 0 .

, , , , 0.

u u x y z t
x l y s
z H t
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=
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= >

 

1–2) ( ) ( ) ( )
1 0 0

, , , , ,k nm k nm
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u x y z t T t x y z
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= = =

= ⋅Φ∑∑∑ , 
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где ( ) ( ) ( ) ( ), , ;k nm k n mx y z X x Y y Z zΦ = ⋅ ⋅  здесь ( ) 2 sink kX x x
l

μ=   

и 0,k
k

l
πμ = >  ( ) 2 sinn nY y y

s
μ=  и ( )2 1 0,

2n n
s
πμ = + >  

( ) 2 cosm mZ z z
H

μ=    и   ( )2 1 0.
2m m

H
πμ = + >  

3) ( )
2

2 2 2
3 2 2 2
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1 1
k n m k nm k nm k nm
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( ) ( )
, ,

, , ;k nm k nm
k n m

t x y z= Γ ⋅Φ∑           ( )2 2 2 2 2 0,k nm k n maω μ μ μ= + + >  

( ) ( )2 ,k nm k nmt a A xtΓ = − Φ =  

2

0 0 0
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l s H
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l s H

μ μ μ= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

2

0
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s Hl
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μ μ μ
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γ
ω ω

ω
= + ⋅ +�  
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, ,

, , , , ,k nm k nm
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, ,
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t
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γ
ω ω

ω
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( ) ( )
, ,

, , ,0 , , 0 0.k nm k nm k nm
k n m

u x y z C x y z C= ⋅Φ = ⇒ =∑  

( ) ( )2
, ,

3

, , ,0 , , 0

0.

k nm
t k nm k nm k nm
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C
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ω

ω
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ω
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6) ( ) ( ) ( )3
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γ

ω ω
ω

= − ⋅Φ =∑  
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ω ω
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= = =

−
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где 0,k
k

l
πμ = >  ( )2 1 0,

2n n
s
πμ = + >  ( )2 1 0.

2m m
H
πμ = + >  

( )2 2 2 2 2 0k nm k n maω μ μ μ= + + > . 

7) ( )0, , , 0,u y z t =      ( ), , , 0 sin 0;ku l y z t lμ= =∵  

( ),0, , 0,u x z t =       ( ) ( ), , , 0 sin cos 0;n n ny
y s

u x s z t y sμ μ μ
=

′= = =∵  

( ), ,0, 0,zu x y t′ =       ( ), , , 0 cos 0;mu x y H t Hμ= =∵  
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0

, , ,0 0 sin 0.t k nm k nm t
t

u x y z t tω ω
=
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[ ]( , , , ) ,u x y z t W=      [ ] 3/ ,A W L T=      [ ] / ,a L T=      , , 1 / ,k n m Lμ⎡ ⎤ =⎣ ⎦      
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3 3 3
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1 .Lu A L T A L T W
L T

= ⋅ ⇒ ⋅ ⇒  
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Тема 7. 
Многомерные стационарные задачи 

 
Решение стационарных краевых задач для уравнений эллиптичес-

кого типа в многомерных областях.  
 
Литература: [1] – гл. 7, §1 (1, 2). [2] – гл. 24, §3. [5] – гл. 8, §3 № 77.  
Задания: [7] – № 175А, 181, 188, 194. [8] – гл. 7, № 22  (а, б), 24 (а, б). 
 
№ 7.1 (С). Смешанная краевая задача для уравнения Лапласа внутри 

прямоугольного параллелепипеда. 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

3 2 2 2 0.

0, , , , 0,

,0, , , , 0,

, ,0 , , 0.
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=
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u x y z Y y x z
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где ( ) ( ) ( ),k n k nx z X x Z zΦ = ⋅  при ( ) 2 sink kX x x
l

μ=  и 0,k
k

l
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( ) 2 cosn nZ z z
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3

,
,k k n k n n k n k n

k n
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k
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где   k
k

l
πμ = ,   ( )2 1

2n n
H
πμ = + ,   2 2 2 0.k n k kp μ μ= + >  
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y s
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=

′′ = − =∵  
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2

2

8 2 1
2 8 4

Al H x z Axz
l H
π π π

π π
⎛ ⎞− ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

(см. Приложение 1, формулы № 3, 14 и 8). 

[ ]( , , ) ,u x y z Q=  [ ] 2/ ,A Q L=  , 1 / ,k n k np Lμ ⎡ ⎤⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  [ ] [ ] 21 .u A L L Q
L

= ⋅ ⇒  

 
№ 7.2 (С). Смешанная краевая задача для уравнения Пуассона 

внутри прямоугольного параллелепипеда с однородными граничными 
условиями. 
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5) ( )0, , 0,u y z =     ( ) ( ), , 0 sin 0;k x l
u l y z xμ

=
= =∵  

( ),0, 0,u x z =     ( ), , 0 cos 0;y nu x s z sμ′ = =∵  

( ) ( )
0

, ,0 0 cos 0;z m z
z

u x y zμ
=

′′ = =∵     ( ), , 0 cos 0.mu x y H Hμ= =∵  

[u(M)]=Q, [ ] 5/ ,A Q L=   , , 1 / ,k n m k nmp Lμ ⎡ ⎤⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦   [ ] [ ] 7
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Приложение 1 
Справочные математические материалы 
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1

1 sin 1 ,
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k x x
k l l

π π∞
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= −∑                           0 .x l< ≤  
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1 7 1cos 2 1 3 ln ,
8 2 22 1

x x

k
x k dx tg d

k
ξζ ξ

∞

=

+ = ⋅ +
+

∑ ∫ ∫
 
0 .x π< <  

23. 
( )
( )

( ) ( )
1 2

3
0 0 0

1 7 1sin 2 1 3 ln ,
8 2 22 1

xk x

k

x k dx tg d
k

π

ξζ ξ
−+∞

=

−
+ = +

+
∑ ∫ ∫  .

2
x π
<  

24. 
( )
( )

( ) ( )
1 4

2 2
3 2

0

1 2 1
cos ,

2 322 1

k

k

x k
l x

l lk
π π

+∞

=

− +
= −

+
∑             0 .x l≤ ≤   

25. ( ) ( )2
4

1 0

1 1sin 3 ln 2sin ,
2 2

x

k
k x x x d

k
ξζ ξ ξ

∞

=

= ⋅ + −∑ ∫       0 2 .x π< <  

26. ( )( )
4

4 2 2
4 4

1

1 2 3cos 4 ,
36 5 4k

k x l x x l l x
k l l

π π∞

=

⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑     0 .x l≤ ≤  
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27. 
( ) ( ) ( )

1
2

4
1 0

1 3 1sin 3 ln 2cos ,
4 2 2

k x

k
k x x x d

k
ξζ ξ ξ

+∞

=

−
= − −∑ ∫     .x π<  

28. 
( ) ( )( )

41
4 2 2 2

4
1

1 1cos 7 15 2 ,
45 2

k

k

k x l x l x
k l l

π π
+∞

=

− ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑    0 .x l≤ ≤  

29.
( )

( ) ( ) ( )2
4

0 0

2 11 7 1sin 3 ln ,
2 8 4 22 1

x

k

x k
x x tg d

lk
π ξς ξ ξ

∞

=

+
= ⋅ + −

+
∑ ∫   

0 .x π< <  

30. 
( )

( ) ( )
4

2 2
4 3

0

2 11 1cos ,
2 32 3 22 1k

x k
l x l l x x

l lk
π π∞

=

+ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠+
∑  

0 .x l≤ ≤  

31. 
( )

( )
( ) 4

2 2
4 3

0

1 2 1 1sin ,
2 64 32 1

k

k

x k x l x
l lk

π π∞

=

− + ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠+

∑  0 .x l≤ ≤  

32. 
( )

( )
( ) ( ) ( )

2

4
0 0 0 0

1 7 1cos 2 1 4 3 ln ,
8 2 22 1

xk x x

k

x k x dx dx tg d
k

π

ξζ ζ ξ
−

∞

=

−
+ = + +

+
∑ ∫ ∫ ∫  

.
2

x π
<  

 
Для упрощения общих членов рядов Фурье удобно использовать 

формулы приведения тригонометрических функций 

( ) ( ) ( )
sin cos

2 1 1 2 1 ;
cos sin2

kk x k xπ⎛ ⎞+ − = − ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠  

( ) ( )
sin sin

1 ;
cos cos

kk x k xπ + = − ⋅  

( )( ) ( )
sin sin

2 1 2 1 ;
cos cos

k x k xπ+ + = − +         .k Z∈  

При суммировании рядов использовалась также ζ -функция 
(дзета-функция) Римана от целочисленного аргумента 

         
( ) ( )

( )

1

1
1 1 0

11 1 1 1 ,
1 2 1 2 2 1

k

nn n n n
k k k

n
k k k

ζ
+∞ ∞ ∞

− −
= = =

−
= = =

− − +
∑ ∑ ∑  этот ряд  

сходится абсолютно при всех 2,3,4,5,...n =  . При 1n =  существует 
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только неабсолютно сходящийся ряд 
( ) 1

1

1
ln 2 0,693147181...

k

k k

+∞

=

−
= =∑  . 

Приведем еще несколько численных значений дзета-функции 

( )
2

2 1,6449340668...
6
πζ = = ,            ( )3 1,2020569032...ζ = ,   

( )
4

4 1,0823232337...
90
πζ = = ,   ( )5 1,0369277551...ζ = ,   ( ) 1ζ ∞ = . 

Для упрощения многократного интеграла от раскладываемой 
функции использовалась формула Коши 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1

0 0 0 0

1...
1 !

x x x x
n nf x dx f x d

n
ξ ξ ξ−= −

−∫ ∫ ∫ ∫       при  n∈Ν . 

 

Приложение 2  
Свойства дельта-функции 

 
Такого типа функции называются обобщенными; они вводятся для 

расширения множества непрерывных дифференцируемых функций 
такими разрывными функциями, производные от которых могут быть 
найдены какими-либо искусственными методами. 

( ) ( )
1 01 11 1
0 02 2

xxx sign x
xx

η
⎛ ⎞ ≥⎧

= + = + = ∀⎜ ⎟ ⎨⎜ ⎟ <⎩⎝ ⎠
 - функция Хевисайда. 

( ) ( ) 0
0 0

0

0 x xd x x x x
x xd x

η δ
≠⎧

− = − = ∀⎨ =∞⎩
  или  ( ) ( )

0 0
0

x
x x

x
η δ

≠⎧′ = = ∀⎨∞ =⎩
. 

Если ( )f x  – функция, непрерывная при всех ,x R∈  тогда  

( ) ( ) ( )0 0 ;f x x x d x f xδ
∞

−∞

− =∫         

 ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

00
0

0

,
;

,0

b

a

x a bf x
f x x x dx

x a b
δ

∈⎧
− = ∀⎨ ∈⎩

∫     ( ) ( ) ( )
0

1 0 .
2

b

f x x d x fδ =∫  

( )( ) ( ) .cos xt cos y t d t x yα β π δ
∞

−∞

+ ⋅ + = ⋅ −∫  
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Откуда ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0f x x x f x x xδ δ− = −  или ( ) ( ) ( ) ( )0f x x f xδ δ= , 
( ) ( )0 0,x x xδ δ= ⋅ =  ( )0 0 0δ⋅ =   и т. п. 
Методом многократного интегрирования по частям вычисляются 

интегралы от производных  δ -функций 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 nn nf x x x d x f xδ
∞

−∞

⋅ − = −∫     при  1,2,3,...n =  . 

Таким же образом получим ( ) ( )1 0nnx xδ+ ⋅ =  и 
( ) ( ) ( ) ( )1 0,n nx x n xδ δ −⋅ + ⋅ =  в частности ( )2 0x xδ ′⋅ = , ( ) ( )x x xδ δ′⋅ = −   

и т. п. 
Многомерная δ -функция от ( ), ,M x y z  и ( ), ,M ξ η ζ′  выражается 

через произведение одномерных 

( ) ( ) ( ) ( ),M M x y zδ δ ξ δ η δ ζ′ = − ⋅ − ⋅ − . 

Здесь  ( ) ( )0 0y zδ η δ ζ⋅ − ⋅ − =   и т. п. 
Если непрерывная функция ( )xϕ  имеет при kx x=  простые  

нули ( ) 0kxϕ =  и ( ) 0kxϕ′ ≠ , то ( )( ) ( )
( )

k

k k

x x
x

x
δ

δ ϕ
ϕ

−
=

′∑  и 

( ) ( )( ) ( )
( )

;k

k k

f x
f x x dx

x
δ ϕ

ϕ

∞

−∞

=
′∑∫  откуда ( ) ( ) /ax x aδ δ=  при  

0a ≠  и ( )( )( ) ( ) ( )( ) /x a x b x a x b a bδ δ δ− − = − + − −  при a b≠ , 

( ) ( )x xδ δ− =  – четность и др. 
Если функция ( )f x  имеет при kx x=  точки разрыва первого рода 

(конечные скачки), то производная  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ). . 0 0 .обобщен классич k k k
k

f x f x f x f x x xδ′ ′= + + − − −∑  

Дельта функция допускает разложения в обобщенные ряды Фурье; 
например, при 0 2x π≤ ≤  получим  

( )0 0
1

2 sin sin ;
k

x x k x k xδ
π

∞

=

− = ⋅∑       ( )
1

1 cos .
2 2 k

x k xπ δ
∞

=

= +∑  
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Задания для самостоятельной  
работы 

 
Требуется решить задачи для трех основных уравнений математи-

ческой физики в декартовой системе координат методом разделения 
переменных. 

В каждом из приведенных ниже трех примеров студенты, фамилии 
которых стоят в списке группы под номерами № 1–8, решают заданные 
уравнения с условиями, конкретные значения правых частей которых 
указаны под номерами № 1–8, соответственно. При этом значения 
параметров , , ,α β γ δ  в граничных условиях задач выбираются из 
группы А. Другие студенты, фамилии которых стоят в списке под 
номерами № 9–16, № 17–24, № 25–32, решают каждое уравнение снова 
с условиями № 1–8, но выбирают значения параметров в граничных 
условиях уже из групп Б, В и Г, соответственно. 

Например, студент, фамилия которого стоит в списке группы под 
номером № 13, решают все три задачи с условиями № 5, а значения 
параметров в граничных условиях каждой задачи выбирает из группы Б. 

В условиях всех задач постоянные , 0A B const= >  и 0constκ = ≥ ; 
все параметры , , ,α β γ δ  могут принимать только значения, равные 
нулю или единице. В каждом пункте с номерами № 1–8 заданы 
конкретные значения всех неоднородных правых частей уравнений 
и условий задач.  

Все неуказанные в пункте значения условий считаются равными 
нулю. 

В конце решения каждой задачи следует сделать проверку 
полученного результата по условию задачи и по размерностям. 

 
Пример 1. Решение одномерного волнового уравнения на отрезке. 

2 2

2 2 2

1 2

1 2

1 ( , ); ( , );

(0, ) (0, ) ( ); 0 ;

( , ) ( , ) ( ); 0 .
( ,0) ( ), ( ,0) ( ).

x

x

t

u u F x t u u x t
x a t

u t u t t x l

u l t u l t t t
u x f x u x g x

α α ϕ

β β ψ

⎧ ∂ ∂
− = =⎪ ∂ ∂⎪⎪ ′⋅ + ⋅ = ≤ ≤⎨

⎪ ′⋅ + ⋅ = ≤ < ∞
⎪

′= =⎪⎩
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Конкретные значения условий задачи: 
№ 1.  F(x,t)=Ax,             φ(t)=Bt. 
№ 2.  F(x,t)=Ax,             ψ(t)=Bt. 
№ 3.  F(x,t)=At,             φ(t)=B. 
№ 4.  F(x,t)=At,             ψ(t)=B. 
№ 5.  φ(t)=At,                f(x)=Bx. 
№ 6.  ψ(t)=At,               f(x)=Bx. 
№ 7.  φ(t)=At,               g(x)=Bx. 
№ 8.  ψ(t)=At,               g(x)=Bx. 
 
Значения параметров в граничных условиях: 
А.  № 1–8.                  1 1 2 20, 1.α β α β= = = =  
Б.  № 9–16.                1 2 2 10, 1.α β α β= = = =  
В.  № 17–24.              2 1 1 20, 1.α β α β= = = =  
Г.  № 25–32.              2 2 1 10, 1.α β α β= = = =  
 
Пример 2. Решение уравнения теплопроводности в прямо-

угольнике: 
2 2

2 2 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1

1 2 2

1 ( , , );

(0, , ) (0, , ) ( , );

( , , ) ( , , ) ( , );
( ,0, ) ( ,0, ) ( , );

( , , ) ( , , ) ( , );

( , ,0) ( , );
( , , ); 0 ;

x

x

y

y

u u u F x y t
x y b t

u y t u y t y t

u l y t u l y t y t
u x t u x t x t

u x s t u x s t x t

u x y f x y
u u x y t x l

α α ϕ

β β ϕ
γ γ ψ

δ δ ψ

∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂ ∂
′⋅ + ⋅ =

′⋅ + ⋅ =
′⋅ + ⋅ =

′⋅ + ⋅ =

=
= ≤ ≤ 0 ; 0 ;y s t

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ≤ ≤ ≤ < ∞⎩

 

 

Конкретные значения условий задачи: 
№ 1.  φ1(y,t)=At. 
№ 2.  φ1(y,t)=Ay. 
№ 3.  φ2(y,t)=At. 
№ 4.  φ2(y,t)=Ay. 
№ 5.  ψ1(t)=At. 
№ 6.  ψ1(t)=Ax. 
№ 7.  ψ2(t)=At. 
№ 8.  ψ2(t)=Ax. 
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Значения параметров в граничных условиях: 
А.  № 1–8.         2 1 1 1 0,α β γ δ= = = =    1 2 2 2 1.α β γ δ= = = =  
Б.  № 9–16.           1 2 1 1 0,α β γ δ= = = =     2 1 2 2 1.α β γ δ= = = =  
В.  № 17–24.        1 1 2 1 0,α β γ δ= = = =    2 2 1 2 1.α β γ δ= = = =  
Г.  № 25–32.         1 1 1 2 0,α β γ δ= = = =    2 2 2 1 1.α β γ δ= = = =  
 
Пример 3. Решение уравнения Гельмгольца в прямоугольнике: 

2 2
2

2 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1

1 2 2

( , ) ( , );

(0, ) (0, ) ( );

( , ) ( , ) ( );
( ,0) ( ,0) ( );

( , ) ( , ) ( ).

( , ); 0 ; 0 .

x

x

y

y

u u u x y F x y
x y

u y u y y

u l y u l y y
u x u x x

u x s u x s x

u u x y x l y s

κ

α α ϕ

β β ϕ
γ γ ψ

δ δ ψ

⎧ ∂ ∂
+ − =⎪ ∂ ∂⎪
′⎪ ⋅ + ⋅ =

⎪
′⋅ + ⋅ =⎨

⎪ ′⋅ + ⋅ =
⎪

′⎪ ⋅ + ⋅ =
⎪

= ≤ ≤ ≤ ≤⎩

 

Конкретные значения условий задачи: 
№ 1.  F(x,y)=Ax,   1( ) .y Byϕ =  
№ 2.  F(x,y)=Ax,    2 ( ) .y Byϕ =  
№ 3.  F(x,y)=Axy,    1( ) .y Bϕ =  
№ 4.  F(x,y)=Axy,    2 ( ) .y Bϕ =  
№ 5.  F(x,y)=Ay,    1( ) .x Bxψ =  
№ 6.  F(x,y)=Ay,   2 ( ) .x Bxψ = . 
№ 7.  F(x,y)=Axy,    1( ) .x Bψ =  
№ 8.  F(x,y)=Axy,    2 ( ) .x Bψ =  
 
Значения параметров в граничных условиях: 
А.  № 1–8.                2 1 1 1 0,α β γ δ= = = =           1 2 2 2 1.α β γ δ= = = =  
Б.  № 9–16.              1 2 1 1 0,α β γ δ= = = =           2 1 2 2 1.α β γ δ= = = =  
В.  № 17–24.            1 1 2 1 0,α β γ δ= = = =           2 2 1 2 1.α β γ δ= = = =  
Г.  № 25–32.             1 1 1 2 0,α β γ δ= = = =           2 2 2 1 1.α β γ δ= = = =  
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