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13.2. Г[риклади

У прикладах розв'язання зада,ч цiеi теми були використанi лише

декiлька функцifi Ма;сirпа. ix докладний опис та, повнi списки пapa,MeTpiB

можЕа подивитися у довiдковiй системi caMoi СКМ Maxima i у посiбни-

ках? присвячених цiй системi, наприклзrц, [18I-[26J.

Пр" розв'язаннi задач про вiдображення лiнiй та областей за допомо-
гою вiдомого конформного вiдображеЕня з використаЕням СКМ спершу

треба параметризувати задану лiпiю або границю областi. Решту етапiв у
СКМ Maxima виконуе комбiнацiя функцiй draw або draw2d i trапsfоrm. На
жаJIь, у деяких цiкавих випqдках функцiя trапsfоrm не шрацюе i ii робо-
ту треба робити власноруч. Наприклад, не працю€ функцiя transform шри

малюваннi кривоi, яка задана неявно (параметр implicit функцii drаw2d).

MiHiMaлbHo необхiднi приклади в цiй TeMi можна подiлити на п'ять
основних класiв функцiй: <<Лiнiйнi функцii>, <Лробово-лiнiйнi функцii'>,
<.Степеневi функцii>, <Функцiя ЖуковськOго>, <,Траrrсцеrцентнi фуrr*-

цii, Однозначнi гiлки багатозначних функцiй>. Причому в кожному класi
треба розглянути приблизно 5 завдань рiзноi складностi. Першi два зав-

дання в кожному класi - це завдання вiдображення ciTKи декартовоi або

полярноi. Завдання 3, 4, 5 - це завдання вiдображення областей, серед

яких обов'язково зустрiнуться як обмеженi прямими i колами, так i iнши-

ми лiнiями, що проходять через особливi точки функцii, що вiдобража€.

ГIриклад 13.1 . 3найrпu обр,зu dепарrповоt, tcoopdtlиaпxuori с,i,rпкu п,id fuiao

лi,пiйноао вidобраuсення tIJ _l {-3 - /ТС) z * 2 - i.
1oad{draT+) $

с1 : sеа_grееп $ с2 :'turquoise$ с3 : black$
Кольори с1 i с2 використовуються для лiнiй в z-площинi та ik образiв

в tt -площини, щоб одного ýогляду було досить для розуплiння, яка лiнiя
(uбо сiмейство лiнiй) в яку (у яке сiмейство) перейшла пiд дiею даного
вiдображеншI /{r).
f (z) : = (-3-sqrt (3) *'iiJ*z+2-'li$
display(f ('z) ) $

/(r) - {-sqrt{3)%i - 3) z -%i + Z

Виведення да,них в СМК Maxima вiдбуваетъся в текстовому (а не
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графiчноми як, наприклад, в Марlе) виглядi, Дагri мапюемо стрiлку вiдо-
браження з нqдписом у виглядi вцображаючоi функцii.
z0 : 0 , А: [rеаlраrt (z0) , imagpart (z0) ] $

S1 : gr2d( axis_top=falý€, axiB_bottom=fals€,
axis_left=false, axiý_right =falý€,
xaxis=f аlsе , yaxis=f alse, xtics='none , yticý=Inone,

рrороrtiопаl_ахеý ='ху,
хrапgе= [- 2 ,7J, уrапgе= [-З, 2] ,

font = "Тiшеs-Rоmап", f ont_size = L2, color=black,
1аЬе1( [sсопсаt (llflE" , f ( 'z)) ,2, -0. t] ) ,
head_length=0 . 5, line_Hidth=2 , head_type ='nof illed,
ччсtоr( t-Z, -1], [7,0] ) )$

Тепер намаJIюемо лiнiТ у z-площинi.
z : x+/oi*y$

s2: gr2d(title=" z" , Iiпе_шidth=З l proportiona1__axes='xy,
хrапgе= [-2.5,2.5] , уrапgе= [-2.5,2.5] ,

color=black, grid = true,
axis_top = false, a:ris_bottom = false,
axis_left = false, axiB_right = false,
хахis=truе , xaxis_color=grey70 , xaxis_type=sol id ,

xtics=l, xtics_axis=true,
yaxis=true l }8xis_color=grey70, ytics_axis=trцe,
yaxis_type=Bolid, ytics=I,

Вище наведенi необов'язковi параметри, необхiднi лише з естетичноi

точки зору. Далi малюемо вертикалънi прямi кольором с1, а горизонтаJIь-

Hi прямi кольором с2.

соlоr=с 1 , parametric ( -2 , t , t , -3 , 3) , раrаmеtriс ( - t , t , t , -3 , 3) ,

раrапеtriс (0, t t-З ,3) , paranetric ( 1 ,t , t-3,3) ,

paranetric (2, t, t-3, 3)

соlоr=с2, paranetric{t-Z, t, -3,3),parametric(t-l,t, -3,З),
paranetric(t, 0,t-З,3),раrапеtriс (t, 1,t, -3,3),
раrапеtriс (t ,2,t, -З,3} ,

соlоr=с3, point-size=1 , point-type=7, роiпts ( tА] ) ) $

Далi намапюемо лiнii у tJJ-площинi.
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s3 : gr2d (t itte=tlтtt , Iine_width=3 , рrороrt ional_axes='*y ,

xralr8e= Г-6 ,8J , уrапgе= [-7 , 7J , color=black, grid = trче
axiS_top = false axis_bottom = false axis_left = false
axis-right = false xaxiý=true, xaxis_color=grey7O,
xaxiý-type=solid, xtics=1, xtics_axis=true, fёхiý=trче,
yaxis-color=grey7O , yt i сs-ах i s=true , yaxis-type=solid ,

yticB=1,
ФУнкцiя trапsfоrm видае образи графiчних об'ектiв, якi йдутъ за нею,

ПiД Лею вiдображеЕн" /(z), На жаJIь, функцiя trапsfоrm не працю€, якщо
лiнiя задана неявно

trапsfоfпl - [realpart(f(z)),imagpart(f(z)), х, yJ,
'Тепер 

зобразшмо образи вертикальних лiнiй кольором с1 i образи го-

ризоЕтапьýих лiнiй кольором с2.

соlоr=с1, раrаmеtri c{-2,t,t, -3r3),parametric(-1 rt, t, -3, 3)
parametric(O,t, t-3,3), parametric(l,t,t-3,3)
раrаmеtriс (2, t, t-3, 3),
соlоr= с2, раrапеtriс (t-Z, t , -3,3) ,parametric (t-r , t, -3,3) ,

paranetric(t,0, t-3,3),parametric(t, 1,t, -3,3),
paralnetric (t , 2, t , -3,3) ,

соlоr=с3, point-size=l, роiпt-tуре=7, points( tА] ) )$
I нарештi, все виводимо на екран.

drаw(s2, ý1 , s3, columrrs=3} $

Tv= {- s ч rt {З)*% i-З)*z- % ii-Z

--f
,,ъ

-Fk4
\

f,алi обмежимося описом нюансiв i картинками без подробицъ.
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соlоr=с1 , раrilпеtriс (cos (t) , sin(t) ,t-T.pi,0) ,

соlоr=с2, paranetric(t, 0,t, -1, 1),
color=c3,point_size=t, point_type=7, роiпtg( tА] ) ) $

ý3 : gr2d(title=lllf,l', 1ine_width=2,

transf опп = [realpart (f (z) ) , inagpart (f (z) ) , х, у] ,

соlоr=с1 , раrапеtriс (соs (t) , siп (t) , t-?|pi , 0) , ,
соlоr= с2 , parametric (t , 0 , t , - 1 , 1 ) ,

color=c3, point_size=1 , point_type=7, points ( tА] ) $

drаw (s1 , ý2 ,s3, соlчmпs=3) S
z

f(z}=log(z) *fi
lng{_1}=o/oi*%pi

-2 -1

:'-,"
_з

.

'

:

,1f-J
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13.3. Задачi для самостiйноrо розв'язанЕя
Аудиторнi вправи

Вдрrднт 1

Знайти образи

1. дiйсноi |mz- 0 iуявноi {R* z:0} осейтаодиничногокрупаtl"| < 1}

при лiнiйному вiдображеЕнi tл(z) - (1 - i) z * 2 + lii,
2. декартовоТ координатноi сiтки {* - шпst, у : carbst} при вiдображен-

Hi tд(") - -а sin(ir);

3. полярноi координатноi сiтки t, : сопst, р - сопst} при вiдображеннi

фунr.цею uJ(") - (1 + i)r';
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Вдрrднт 2

Знайти образи

1. дiйсноi Im z - 0 i уявноi {Ru z :0} осей та одиЕичного круга tlr| < 1}

при лiнiйному вiдображеннi u.l {r) _ (-€ + х) z * 2 * 3i,;

2. декартовоiкоординатноi сiтки {" - сопst, у - сопst| при вiдйражен-
Hi ш(z) _ cos(fz);

3. полярноi координатноТ сiтки {" - cжtst,v) . сопst} при вiдображеннi

ункцiею tr.,(z) : iz\ - 1;

лiнiйному вiдображеннi ul(") _ Т}Ц;

функцiею Жуковсъкого *tz) - * (" + *)

Вдрrднт 3

Знайти образи О

1. дiйсноi Imz : 0 i уявноi {R. z - 0} осей та одиничного круга {I"l < 1}

при лiнiйному вiдображеннi ш(z) :,iz + 1 * а;

2. декартовоi координатноi сiтки t* _ сопst, у - cmtstl1 при вiдображен-
Hi u,,(z) _ ехр( -ir);

3. полярноi координатноi сiтки t, - сопst,р - const} при вiдображеннi

фуrr*ф€ю ?л(r) _ z|lЗ + 1, r,УТ - 1;

дробово-лiнiйному вiдбра)кеннi tл(z) : ffi'

функцiею Жуковського u.,(z) - * {, + i) .
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' знаJtлп брази 
RДРrДНТ 4

' 1. дiйсноilmz : 0 iуявноi{Rеz : 0}осейтаод}IнцчЕогокруга{|z| < 1}

; при лiпiйному вiдбрахсенпi w(z) - (З + 3i)z *2 - i;

, 2. декартовоi коорд.rпатпоi сiтки {r : caппtl у : Фп8tУ при вiдображен-

. 'i to(z) : sh(-ia);

3. попярноi координатноi сiтки {г : cqfustlq: Фпst]} при вiдображеннi

"фупкцiею 
tr.,(z) : 1116"1,

4. бластi D : {z : Imz > 0,Rez > 0,1rl < 3,1z+3l > 3/2} rrрп

дюбово-лiпiйному вiдбраженнi u(z) : ##,
5. областi D : {z : 2 < |z| < 3, ý < ar1z < ý} rpn вiдобрахсевнi

фувкфею Жуковського w(z) : Ь Q + i) .
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Вдрrднт 7
Знайти образи О

1.дiйсноiImz_0iyявнoi{R*z:0}осeйтаoДиничнoгoKpyгatl"|<
при лiнiйному вiдображеннi u,tz) _ (r/5 + }i,)z * i;

2. декартовоi координатноi сiтки {" : сопst, у - сопвtl. при вiдображен-
Hi u,,(е) - -d cos(z);

3. полярноi координатноi сiтки {" : сопstrр т сопstl при вiдображеннi

функцiею tл(") - (/3 * i)z\;

лiнiйному вiдображеннi u,'(z) : ffi'

фун*цiею Жуковського *t4 _ +(, + *) .
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, BApI;IHT 8
| Зналtтп образи

l. дiйсноi Im z : 0 i уяввоi {Rez : 0} осей таодrничного круга {|z| < 1}
при лiнiйпому вiдобра>r<еlпri ro(z) : (3 - }i)z * 2 - i;

2. декартово'координатпоi еiтки {r : соп,st, у : qпst| при вiдобрахсеп-
пi to(z) : 2sin(z);

3. поlrярноi координатноi сiтки {r - сопst,9 : ссrъý], при вiдбраrr<евнi

- функфею w(z) : (-l - i)Ф, {7: L;

4. областi D : {z : Imz > O,Rez > 0,1rl < 3,1z-3| > 3/2| арп
дробово-лiнiйному вiдбрахсеlшi r() : ffi;

5. областi D = {z : 1 < |z| < 3, а < atgz a Т} ,rро вiдбра>r<еннi

функФеro Жуковською w(z) : t (, + i) .

Вдрrднт 9 ,

Зпайти образи

1. дiйсноiImz - 0 iуявноi{Rе z - 0} осейтаодиничногокруга {]"l < 1}
при лiнiйноhdу вiдображеннi u;(z) _ (1 - /3С} z * 2 - i;

2. Декартовоi координатноI сiтки {* - сопst, у - смьst}при вiдбра}кен-
Hi tл(z) : tsh(");

3. ПОпярноi координатноi сiтки t" - сопst,р - сопst} при вiдображеннi

фуr*цigю u,tф:i*za;

лiнiйному вiдображеннi tд(") - tlЗ,

функцiею }Куковського ш{z} _ 
* (, + *) .
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Вдрrднт 1о
Знайти образи

1. дifiсноiIm z:a iуявноi{R* z т 0}осейтаодишичногокругаtlri < 1}

при лirriйному вiдображеннi ul(r} _ (-1 - i}, + 1 * f;

2. декартовоi коорданатноi сiтки {* _ cжbst, у - сопstl при вiдображен-

Hi u,,(z) : _lch{z);

3. полярноi координатноi сiтки {" - сопst,р - coTbst| при вцобрахсеннi

_ функцiею tд(z) _ (1 - /ýi) ,fr, l|П - -1;

дrобовьлiнiйному вiдображеЕIIIi u.,(z) : ffi'

фун*фею Жуковського ш(z) : Ь {, + *) .

Вдрrднт 11

Знайти образи '

1. дiйсноi Im z - 0 i уявноi tRu z :0} осей та одиЕичного круга {l"l < 1}

при лiнiйному вiдображеннi ш(z) - (-/Э - i}, + 2 - i;
2. декартовоi координатноi сiтки {" - сопst, у - соrьstl при вiдображеЕ-

Hi tл(z) _ iexp(e) + r;

3. полярЕоi координатноТ сiтки {" - сопst,р - crлrtst]t при вiдобршtсеннi
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Вдрrднт L2
Знайти образи

1. дiйсноiImz - 0 iуявноitR€ z -0} осейтаодиничЕогокруга {lrl < 1}
при лiнiйному вiдображеннi ш(z) - (/З - 3i) z * i;

2. деКартовоi координатноТ сiтки {" - сопst, у - шrlst| при вiдображен-
Hi ul(r) _ sin(z + i);

3. полярноi координатноi сiтки {, _ ссrьst, р - сопsЁ} при вiдображеннi

- функцiею "rtr) 
: iln ei

лiнiйному вiдображешнi u:(z) : ffi;
фуrкцiею Жуковського u,{r} - * (, + }} .

Вдрlднт 13 ,

Зкайти образи

1, дiйсноiImz - 0 iуявноi tRе z - 0} осейтаодиничногокруга{l"l < 1}
при лiнiйному вiдобра>кеfiнi w(z} :Z,i,z + 5 - 3а;

2. декартовоi координатноi сiтки {, : сопst, у - согlsf } при вiдобрilкен-
Hi tд(r} _ cos(dz - lh

3. полярноi координатноi сiтки {, : сопstr lр : conlst} при вiдображеннi

функцi€ю tл {r) _ {1 + ilrr;

дробово-лiнiйному вiдображеннi tл(z) - ffi,
фуп*цiею Жуковського ш(z) - Ъ (, + *) .
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Вдрrднт L4
Знайти образи

1.дifiснoiImz:0iyявнoi{Rez-0}oсeйтaoди!rичнoгoKpyгa{l"I<
при лiнiйному вiдображеннi rд(r) - (1 + rГЗС1 z * i;

2. декартовоi координатноi сiтки {r : саrLst, ! : саrьsf} при вiдображен-

Hi rд(r} - exp(-3z);

3. полярноi коордипатноi сiтки {" - сапst, р - cort,st} при вiдображеннi

функфею ur(") : -iz4 * 2;

дробово-лiнiйному вiдображеннi tл(z) : *t;

функцiею Жуковського ш(а) - * (, + i) .

Вдрrднт 15
Знайти образи О

1. дiйсноiImz - 0 iуявноitR* z - 0} осейтаOдиЕичногокруга tlr| < 1}

при лiнiйному вiдображеншi u.l(r) _ (- 1 + r) z * 2 - 2i;

2. декартовоi координатноi сiтки {* - cwtst, у - сопst]l при вiдображен-
Hi u,,{z) - Zch(-fz);

3. полярЕоi координатноi сiтки {, _ еопst, р - const} при вiдображеннi

функцi€ю tIJ(") _ iln( -z);

дробово-лiнiйному вiдображеннi ul{z) : ffi'
функфею }Куковського a{z) - * (, + i)
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flомашнi вправи

1.

2.

Вдрrднт 1
Знайти конформЕе вцображення Еа вер)ffIю пiв-

площину tu, : Imu.r > 0}:

областi{r,lrl < 1,1r* 1I < 1}.

областi, що зображена.

,

t

l,,'dt' , -' ,4r|ц, 
rr, 

, ,

;Fi
fi L-

l
f--..

ffiУ+т,wттrrттl.;

1.

2.

Вдрlднт 2
Знайти конформЕе вiдобрЕDкенЕя на верхню пiв-
Площину t?rl : Imu,, > 0}:

областi {r: lal < 2,1r - ,Пl > ,ПI.
областi, що зображена.

L27



1.

2.

Вдрrднт 3
Знайти конформне вiдображення на верхню пiв-
площину {u, : Irп u,, > 0}:

областi {, : lz - 1| < 1, Im z > 0}.

фластi, що зФражеЕа.

Вдрrднт
Знайти конформне вiдбраження на
площину {fi, : Im u.l > 0}:

областi {,, lzl < 1,Imz > 0}.

областi, що зображена.

4
верхню пiв-

1.

2.

Вдрrлнт 5
Знайти конформне вiдображеншI на верхню

площину tш : Imш > 0}:

областi, що зображена.

пlв_

l"
1.

2.

Вдрrднт 6
Знайти конформне вiдображення на верхню пiв-
площину tu, : Imш > 0}:

областi {r, lzt 12,1, + ,Пl> ФI.
областi, що зображена.
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1.

2.

Влрrднт 7
Знайти конформне вiдображення Еа верхЕю
площину tuJ : Im tл > 0}:

областi {, : |z * 1l < 1, Im z > 0}.

областi, що зображена.

пiв- l
t
I

I

I

l

lo
}

Вдрrднт 8
Знайти конформне вiдображення на вер]ffiю

площину {?r,' : Imш > 0}:

областi {,, lzl < 1,Imz < 0}.

областi, що зображена.

пlв_

1.

2.

Вдринт
3найти конформне вiдображення на
площину tuJ : Iшш > 0}:

областi {" , |r| < 1, |z * 1| < 1}.

областi, що зображена.

9
верхню пlв_

1.

2.

ф
itrt

}-q**ц*Ji-
.i-#lffi
}

1о
верхЕю пiв- :

a
l
a
l
l
l

- 
(a-

Qt
l
l
a-a
a
a,

1.

2.

G
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Вдрrднт 1_1

Знайти конформне вiдображенfiя на верхню пiв-
площину {u, : Im tu > 0}:

областi {r: lzl } 2, |z - ,Пl < \ПI.
областi, що зображена.

1.

2.

il.p
рЪ

Знайти конформне 
"**o"Pri--"'rlJl 

То"*o пi в-

площину {ш : Imш > 0}:

областi {, : lz - 0| < 1, Rez > 0}.

областi, що зображена.

Вдрrднт 13
Знайти конформЕе вiдФраження на верхню пiв-

площину {uJ : Imш > 0}:

o6;TacTi {, , |r| < 1, Re z > 0}.

областi, що зобраlкена.

q
1.

2.

1.

2.

Вдрrднт L4
3найти конформне вiдображення на верхню пiв-
площину tfl, : Irпш > 0}:

областi {r, lzl < 1 ,1r * 1l > 1}.

областi, що зображена.

i
,
I
l
I
a

I
1

,

'i la,
I

,
I

I
}

I
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Вдрrднт 15
Знайти конформне вiдображення на верхню
площину {ш : Imto > 0}:

1. областi t" : |е * al < 1, Rez > 0}.

2. областi, що зображена.

a

пtB-

Вдрrднт 16
Знайти конформне вiдображенIIя на верхню пiв-
площину tu, : Im u., > 0}:

1. областi {, ,lzl } 2,[, + ,Пl < ,fr}.
2. областi, що зображена.

13.4. ГIриклади задач для модулъноi коfiтрольноi ро-
боти J{ъ2

1. Знайти особливi точки функцii / tr) - ;fo i визначити ix тип.
2. Знайти головну частину ряд, Лорана функфТ /{") u точцi z0 : 0.
3. ЗНайти лишки функцiТ f tr} у Bcix iзольованих особливих точках.
4. ОбчисJIити iнтеграп f f (z)d,z.

l ,l<a

3дпитАння <Допуску> до Модvля 2

1) fuрема Кошi для однозв'язноi областi.
2) Iнтегральна формула Кошi.
3) Формули ýагrамбера та Кошi ддrя радiуса збiжностi степеневого ряду.
4} Ряди Тейлора для е', sin(z), cos(r), 1n(1 * r), (1 *,)О.
5) означеfiня нуля анагriтичноi фу**цii KpaTHocTi &.

6) Означення усувноi особливостi, полюса та icToTнoi особливостi.
7) Формула для знаходження лишку в полюсi порядку m функцiТ /(r).
8) Ъорема Кошi про лишки.
9) Лема Жордана.

+i

яJ
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