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В настоящее время общая теория относительности 
считается наиболее практичной теорией для описания 
гравитационного взаимодействия. Она разрешает 
недостатки ньютоновской гравитации и хорошо 
соответствует всем экспериментам, проводимым как 
в лабораториях так и на уровне Солнечной системы 
[1,2]. Однако за последнее десятилетие появилось 
определённое количество фактов, дающих основание 
полагать, что общая теория относительности 
(теория относительности Эйнштейна) может быть 
не полной. В частности, трудности появляются при 
попытке объединения ОТО с квантовой теорией, а 
так же последние данные об ускоренном расширении 
вселенной. Это всё говорит о том, что некоторые 
аспекты гравитационного взаимодействия нам пока 
неизвестны.

Именно поэтому очень много усилий было 
направленно на исследование обобщений теории 
Эйнштейна и в особенности на так называемую 

Расширенную Теорию Гравитации (Extended Theory of 
Gravitation - ETG).

Одним и самых интересных классов ETG является 
теория нелинейной гравитации или теория гравитации 
более высокого порядка (высших степеней тензора 
кривизны). В основе этой теории лежит гравитационное 
действие нелинейное по скалярной кривизне и 
содержащее слагаемые различных степеней кривизны 
(модели гравитации, основанные на подобном действии 
относится к типу ( )αβγδRf ).

Слагаемые высших степеней кривизны возникаю 
во многих разделах теоретической физики. Например, 
как показано в [3], для квантовой теории поля в 
искривлённом пространстве-времени перенормировка 
тензора энергии-импульса подразумевает введение в 
гравитационное действие поправок высших степеней 
кривизны. Кроме того, в низко энергетическом пределе 
10-мерной теорий суперструн также возникают 
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поправки высших степеней кривизны к действию 
Гильберта-Эйнштейна [4,5,6]. Также скаляры 
кривизны высших степеней являются неотъемлемой 
частью Теории Великого Объединения в частности 
при анализе вакуумного действия [7]. Перечисленные 
аспекты говорят об актуальности исследований теории 
гравитации высших степеней кривизны. 

В данной работе будут изучены частные случаи 
полученного ранее обобщения для теории гравитации 
высших степеней кривизны (тип ( )αβγδRf ).

ОБОБЩАЮЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ 
ГРАВИТАЦИИ ТИПА ( )αβγδRf

В работе [8]  было получено уравнение 
обобщающее теорию гравитации высших степеней 
кривизны. В качестве гравитационного действия было 
принято

∫ −= xdgfS g
4 ,                      (1)

где ( )αβγδRff = – произвольная скалярная функция, 

зависящая от различных скаляров кривизны различных 
степеней. В самом общем случае  функция f  может 
быть построена из следующих тензоров: 

ανσρR - тензор Римана; 

ε
βδ  - символ Кронекера; g λ χ  - метрический 

тензор;

g
eE
−

=
αβγδ

αβγδ  - тензор Леви-Чивита.

Полученное уравнение поля и ограничивающее 
условие:

4

8 gk
T

cλ χ λ χ

π
Ξ = ,                        (2)   

; 0λ
λ χΞ = ,                                 (3)

где с – скорость света, gk - гравитационная постоянная,
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Выражение (4) более компактно чем (5), но при 
этом в (5) ковариантные производные от тензора 
Римана выражены явно, а на лагранжевую плотность 
действуют только «частные производные» по 
составляющим их компонентам.

Из (4), (5) легко видеть, что если лагранжевая 
плотность f  есть сумма, то каждый элемент этой 
суммы даст отдельное слагаемое в результирующем 
гравитационном уравнении.

Также стоит уточнить понятие «частная 
производная» по составляющему компоненту. В (4) и 
(5) мы можем видеть такие «частные производные»

,

, ,

,

f
R R R

f f
R R R

f f
E g

ωζϑψ εβπδ ανσρ

εβπδ ανσρ ανσρ

αβγδ λχ

∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

.                   (7)

Они возникли в процессе вариации 
гравитационного действия (1). Действительно, 
несложно видеть  что они возникают сразу же после 
действия вариации на плотность лагранжа f

f ff R E
R E

f g
g

αβγδ
ανσρ αβγδ

ανσρ

λχ
λχ

δ δ δ

δ

∂ ∂
= + +
∂ ∂
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Берутся такие «производные» подобно 
координатным частным производным. Все «частные 
производные» (7) являются тензорами. При вычислении 
любой «частной производной» из (7) мы получим 
тензор с набором говорящих индексов таких же, как и у 
тензоров по которым бралась «производная». Так же 
стоит оговорить симметрию этих индексов: любая 
«частная производная» из (7) почти всегда умножается 
на тензорную структуру, которая имеет такую же 
симметрию индексов как и индексы тензоров по 
которым берётся «производная» (к примеру (8)), 
поэтому обычно проблема сохранения симметрии/
антисимметрии не должна возникать. Но всё же для 
большей корректности после получения «частных 
производных» (7) необходимо учесть что 
результирующие индексы должны быть в последствии 
симметрированы/антисимметрированы в соответствии 
с индексами тензоров по которым бралась 
«производная». Для того, что бы показать что мы это 
учли, будем брать эти индексы в скобки, круглые для 

f g λ χ∂ ∂ , квадратные для αβγδEf ∂∂ , фигурные для 

ανσρRf ∂∂ (это в том случае если полученное 

выражение не обладает необходимыми свойствами 
симметрии). К примеру

{ }
( ) ,f fA A

g R
ανσρ

λ χλ χ
ανσρ

∂ ∂
= =

∂ ∂
.       (9)

Фактически под скобками мы подразумеваем, что 
к полученному тензору применена необходимая 
операция симметризации/антисимметризации. 
Проанализировав ур. (4), (5) можно сделать вывод что 
на практике непосредственно симметризовать/
антисеммитризовать имеет смысл только выражение 

f g λ χ∂ ∂ поскольку уравнение (2) симметрично по 

χλ . (Все сделанные замечания по поводу 

необходимости учёта симметрии/антисимметрии 
логически следуют из ур.(8) которое появляется при 
вариации действия в самом начале и на котором 
основаны все дальнейшие преобразования вплоть до 
получения (4), (5). Действительно, из (8) видно, что та 
часть «частной производной» по составному 
компоненту которая не отвечает симметрии тензора на 
который она умножается, просто аннулируется.)

А теперь рассмотрим конкретные частные случаи 
гравитационных моделей и получим для них уравнения 
поля с помощью обсуждаемого обобщения. 

КВАДРАТИЧНАЯ МОДЕЛЬ

Одной из наиболее распространенных моделей 

гравитации высших степеней кривизны является 
квадратичная гравитация [9]-[16]. В общем случае для 
этой модели действие представляет собой

( )2 4
gS R n R p R R gd xµ ν

µ ν= + + −∫   
(10)

где n,p – некие коэффициенты. Хотя вариант (10) 
не является единственным. Согласно теореме Гаусса-
Бонне [17]-[19] в 4-мерном пространстве справедливо 
тождество

( )2

4

4

0

R R R R R

g d x

µνλχ µν
µνλχ µνδ − + ×

× − ≡

∫ .     (11) 

От сюда следует, что одна из трёх квадратичных 
моделей  

2R , R R µν
µν , µνλχ

µνλχRR                  (12)

выражается через две другие. Тоесть в интеграле 
действия (10) в качестве квадратичных скаляров 
можно использовать любые два из (12), но вариант (10) 
используется наиболее чаще. По этому мы рассмотрим 
именно его.  

Построим уравнения гравитационного поля, 
используя (1)-(6). Удобно рассматривать входящие в f 
слагаемые по отдельности. Итак, в данном случае 

1 2 3
2

1 2 3

,

, ,

f f nf pf
f R f R f R Rµν

µν

= + +

= = =
.         (13)

1f  даёт тензор Эйнштейна

1
1
2

f G R Rgλ χ λ χ λ χ→ = − .              (14)

Для 2f  имеем

02 ≡
∂
∂
αβγδE
f

, { }2 2f R g g
R

α σ ν ρ

ανσρ

∂
=

∂
, 

2 4f R R
g λ χλ χ

∂
=

∂
.                       (15)

В случае квадратичной гравитации, явно 
выраженные производные от тензора Римана появятся 
даже в (4), то есть впринципе (4) и (5) дадут выражение 
одного и того же вида, поэтому будем использовать (4). 
Подставляя (15) в (4) получим после определённых 
преобразований вклад в гравитационное уравнение 
слагаемого 2f

( )2 ;

2

2

1
4

[
]

f B R g g

RR R g

λχ

τγ τ γ
λχ τγ λ χ

λχ λχ

δ δ→ = − +

+ −
.   (16)
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Для 3f  имеем

03 ≡
∂
∂
αβγδE
f

,  
 

{ }3 2f R g
R

ν ρ ασ

ανσρ

∂
=

∂
, 

3 2 2f R R R R
g

β δ ρ
λ β χδ λ ρ χλ χ

∂
= +

∂
.       (17)

И соответствующий вклад в уравнение поля

3 ; ;

;

1
2

12
2

f C R g R g g

R R R R R g

τγ τγ
λχ λχ τγ τγ λχ

γβ αβ
λγχβ λχ αβ λχ

→ = + +

+ − −
.    (18)

А полное гравитационное уравнение для 
квадратичного действия (10) есть

4

8 gk
G n B pC T

cλ χ λ χ λ χ λ χ

π
+ + = ,         (19)

или 

( )( ;

2
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1
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R Rg n R g g

RR R g

λχ
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λχ λχ τγ λ χ

λχ λχ
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; ;

;

4
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12
2

8 g

p R g R g g

R R R R R g

k
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c

τγ τγ
λχ τγ τγ λχ

γβ αβ
λγχβ λχ αβ λχ

λχ

π

+ + +


+ − − =


=

  (20)

Несложно показать, что ограничивающее условие 
(3) которым является равенство нулю 4-дивергенции 
левой части гравитационного уравнения выполняется 
для Gλ χ , B λ χ  и C λ χ . Ур. (20) эквивалентно 

уравнению, использующемуся во многих работах по 
нелинейной гравитации [9]-[16].

МОДЕЛЬ f(R)
Другой весьма распространённой моделью 

является гравитация типа f(R) [20,21].Согласно этой 
модели действие представляет собой

( )∫ −= xdgRfSg
4

                   
(21)

где f(R) – произвольная скалярная функция, зависящая 
только от скалярной кривизны R. Уравнения 
гравитационного поля для этого действия также не 

сложно построить с помощью (1)-(6). Итак имеем

{ }
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f R
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f R g g g g g g
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∂

, 0)(
≡

∂
∂

αβγδE
Rf

.       (23)

где штрих это производная по R.
Подставляя (22) и (23) в (5) получим после 

некоторых преобразований уравнения гравитационного 
поля  для модели f(R)

( ) ( )( )( )
( ) ( )

, , ;

4

81
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g

f R R R f R R g g

k
f R R f R g T

c

λχ

τγ τ γ
γ τ τγ λ χ

λχ λχ λχ

δ δ

π

′′′ ′′+ − +

′+ − =
,(24)

либо более компактный вариант с использованием (4)

( ) ( )

; ;

4

( ) ( )
1
2

8 g

f R g g f R

f R R f R g

k
T

c

γτ
τγ λχ λχ

λχ λχ

λχ

π

′ ′− +

′+ − =

=
              

(25)

Легко показать, что для полученных уравнений 
условие (3) выполняется.

Ур. (24), (25) эквивалентны уравнениям, 
полученным в [20,21], также можно встретить  вариант 

уравнения (24) в форме ∑=
n

n
nRaRf )( [22,23].

МОДЕЛЬ ( ), ,f R R R R Rµν αβγδ
µν αβγδ

Ещё одна часто встречающаяся модель гравитации 
[24] основана на действии вида 

( )∫ −= xdgRRRRRfSg
4,, αβγδ

αβγδ
µν

µν .  (26)

Получить уравнения поля для этого действия 
с помощью (1)-(6) не составит труда. Представим 
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плотность лагранжа f как
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µν
µν
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= =

=
.         (27)

Тогда 

0≡
∂
∂
αβγδE
f

,  ( )
,

,

,

2

2

4

R

P

Q

f f R
g

f R R R R

f R R

λχλχ

βδ ρ
λβχδ λρ χ

βγδ
λβγδ χ

∂
= +

∂

+ + +

+

 ,(28)

{ }
,

{ }
, ,2 2

R

P Q

f f g g
R

f R g f R

ασ νρ

ανσρ

ασ νρ ανσρ

∂
= +

∂

+ +
 ,            (29)

где 

Q
ff

P
ff

R
ff QPR ∂

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

= ,,, ,, .          (30)

Подставляя (28),(29) в (4) получим после 
определённых преобразований 

( ) ( )
( )( )( )

, ,; ;

( )
, ( ) ;

2

R R

P

f g g f

f g R R R g

γτ
λχτγ λχ

γτ τ γ γτ
λχ λ χ λχ τγ

δ

− +

+ − + −

( ), ( ) , ,;

, 4

4 2

812
2

Q R P

g
Q

f R f R f R R

k
f R R f g T

c

τ γ βδ
λχ λχ λβχδτγ

νσρ
λ χνσρ λχ λχ

π

− + + +

+ − =
 

(31)

Можно показать, что левая часть (31) удовлетворяет 
условию (3).

Уравнения (31) эквивалентно уравнению 
полученному в [24] .

РАСШИРЕННЫЕ МОДЕЛИ ГРАВИТАЦИИ

Теперь построим несколько новых моделей 
гравитации не рассматриваемых ранее. Отметим, что 
предложенные гравитационные модели могут сыграть 
большую роль как при квантовании гравитационного 
поля, так и при рассмотрении эффектов связанными 
с взаимодействием гравитационного поля с другими 
полями, в частности с фермионным и появления при 
этом динамической генерации фермионной массы [25]. 
Остановимся на гравитационных действиях, в которых 
плотность лагранжа есть скаляр третьей степени 
кривизны. 

Модель R R Rα β γ
β γ α . 

∫ −= xdgRRRS 4γ
α

β
γ

α
β .             (32)

{ }3f R R g
R

α ση ν ρ
η

ανσρ

∂
=

∂
 , 

3 3f R R R R R R
g

α β α β γ
λ χ α β β γ λαχλ χ

∂
= +

∂
 , 

0≡
∂
∂
αβγδE
f

.                         (33)

Подставив (33) в (4),(2) получим уравнение 
гравитационного поля для модели (32)

( ) ( )(
( ) ( ) )

; ;

; ;

3
2

R R g R R

R R R R g

ε τγ τε
λε χ λετγ τχ

τε γ τε
χε ε λχτλ τγ

− +

+ + +

4

13
2

8 g

R R R R R R g

k
T

c

α β γ α β γ
β γ λαχ β γ α λχ

λχ

π

+ − =

=
        (34)

Модель R R Rα γ β δ
α β γ δ .

4S R R R g d xα γ β δ
α β γ δ= −∫ .          (35)

( )

2

4

f R R R
g

R R R

αγβδ
λαχβ γδλχ

β γδ
λ χ γβδ

∂
= +

∂

+
 ,              (36) 

0≡
∂
∂
αβγδE
f

 , 

2f R R g R R
R

αγσδ ν ρ ασ ν ρ
γ δ

ανσρ

∂
= +

∂
.         (37)

Подставим (36),(37) в (4),(2) получим уравнение 
гравитационного поля для модели (35)

(
)

( )

( ) ;
2

R R R R R R g

R R R R g

τγ τ γ ζδ γτ
λχ λ χ λζχδ

ζ τδ γ γζτδ
δ λζ χ ζδ λχ τγ

δ

− + −

− + +
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4

2
81

2
g

R R R
k

R R R g T
c

αγβδ
λαχβ γδ

αγβδ
αβ γδ λχ λχ

π

+ −

− =
.          (38)

Модель R R Rαν π δ σ ρ
π δ σ ρ αν

4S R R R g d xαν π δ σ ρ
π δ σ ρ αν= −∫          (39)

3f R R
R

αν σ ρπ δ
π δ

αν σ ρ

∂
=

∂
, 

6f R R R
g

δ αν σ ρ
λ χδ σ ρ ανλ χ

∂
=

∂
, 0≡
∂
∂
αβγδE
f

  (40)

Подставим (40) в (4),(2) и получим уравнение 
гравитационного поля для модели (39)

( )( ) ;

4

6 3

81
2

g

R R R R R

k
R R R g T

c

γ τπδ νπδ σρ
λ πδ χ λ πδ χνσρτγ

αν πδ σρ
πδ σρ αν λχ λχ

π

+ −

− ∂ ∂ =
      (41)

ВЫВОД

Рассмотрены частные случаи обобщённой модели 
теории гравитации высших степеней кривизны, 
получены известные модели гравитации, такие как 
квадратичная, ( )Rf  и ( ), ,f R R R R Rµν αβγδ

µν αβγδ  модели, 

а так же получены гравитационные уравнения для 
несколько новых моделей не рассматриваемых ранее. 
Проведённые вычисления наглядно демонстрируют 
работоспособность, практичность и удобность 
представленного обобщения как средства получения 
уравнения гравитационного поля для любой модели в 
рамках данной теории.
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